DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA
FACULTAD DE CIENCIAS DE LA EDUCACION
UNIVERSIDAD DE GRANADA

INVENCION DE PROBLEMAS POR ESTUDIANTES DE
SECUNDARIA: EVALUACION DE SU CONOCIMIENTO SOBRE
SIMBOLISMO ALGEBRAICO

Trabajo de fin de master que presenta
ELENA FERNANDEZ MILLAN

Dirigido por la doctora
D2 MARTA MOLINA

Granada, 2013



DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA
FACULTAD DE CIENCIAS DE LA EDUCACION
UNIVERSIDAD DE GRANADA

INVENCION DE PROBLEMAS POR ESTUDIANTES DE
SECUNDARIA: EVALUACION DE SU CONOCIMIENTO SOBRE
SIMBOLISMO ALGEBRAICO

Trabajo Fin de Master presentado por
Da. Elena Fernandez Millan
para la obtencion del titulo
Master en Didactica de la Matematica

Tutora:

D2. Marta Molina

GRANADA, 2013



Esta investigacion ha sido realizada en el sen&Gdgbo de Investigacion FQM-193 del
Plan Andaluz de Investigacion, Desarrollo e Innddacde la Junta de Andalucia

“Didactica de la Matematica: Pensamiento Numéramla Universidad de Granada.



AGRADECIMIENTOS

Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento gotaora D2 Marta Molina por su
orientacion, dedicacién y paciencia a lo largoaleehlizacion de este trabajo.
Agradecer también enormemente a Erika Burgos sabookcion, por haberme
permitido trabajar con sus alumnos y por el intenéstrado a lo largo de la realizacion
del trabajo. Gracias también al instituto Algazoit pacer posible su colaboracion.

A mis familiares y amigos y todos los que han sal@dtender la ilusion y el esfuerzo
dedicados en esta nueva etapa de mi vida. Graaalsiédn por aguantar mis largas
charlas sobre educacion.

Muy especialmente gracias a la persona que medie ltener una permanente sonrisa

durante todos los dias de la recta final de esbajo.



INDICE DE CONTENIDOS

CAPITULO 1: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA  ....ovvoieeeeeceeeeeeeee e 1
1. JUSTIFICACION PERSONAL.....c.coveieeeetecteeeeteete e eteeeeeeeee e e eseee e saenens 1
2. JUSTIFICACION CURRICULAR.........coeovieeteeteeeeeeeeeee e 1.
3. JUSTIFICACION DESDE LA INVESTIGACION ..o 4
4. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION......ccoouiitmmeeeeeeeeeeeeee e eve e 6
CAPITULO 2. MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES ...ccooveeeeeeeee e, 7
1. ALGEBRA: DEFINICION Y CAMPO DE INVESTIGACION ......ccccovvivivrecinnnn. 7
2. SIMBOLISMO ALGEBRAICO ...t 9.
2.1 Desarrollo del simbolismo algebraiCo ... veeeeiiiiiiiiiiiiiii 9..
2.2 Componentes del simbolismo algebraiCo....cccccceoeeivieiiiiiiiiiii, 10
2.3 Caracteristicas del simbolismo algebraiCa mmm...cvvvvvrrrieiiiiiiaiiieeeeeeeeeee, 11
2.4 Sentido SIMDONCO .........oviiiiiiii e e 12
2.5 ANTECEAEBNTES. ... e e e e e 13
2.5.1 Investigaciones relacionadas con la compmeaed simbolismo algebraico
y sentido simbadlico de [0S eStudiantes ......ccceeeevvviiiiieeeeee e 13
2.5.2 Investigaciones relacionadas con errorefiguttades al trabajar con el
SIMDOIISMO AlgEDIraICO. ..o 16
3. INVENCION DE PROBLEMAS .......cccoiiitiiieceemete e ee ettt ae s 18
3.1 Bondades de la invencion de problemas. e .oooeeeeeeevveeveiiiiiieee e 18
3.2 Investigaciones sobre la invencidon de problemas...........cccccceeeeeeeeeeeeee, 19
3.3 Clases de Problemas ........coooveoo oo 20
3.4 Formas de inventar un problema ... 21
34 ANTECEUEBNTES.....eiiiiiiiiiiiie e e et 21
3.4.1 Investigaciones que utilizan la invencidrpdeblemas para evaluar........ 21
3.4.2 Investigaciones sobre didactica del algebeauilizan la invencion de

1] 0] 1= 3 = 23



3.4.3 Investigaciones que utilizan la invencidrpdeblemas para evaluar el

conociMIiento algebraiCo .........oooeiiiiiiii e 24
CAPITULO 3: METODOLOGIA ...ttt 25
1. TIPO DE INVESTIGACION REALIZADA.........cveoemeeeeeeeeeeeeeeee e 25
2. SUJETOS DE ESTUDIO ... ..ottt e e e eeeeenes 25
3. DISENO DEL INSTRUMENTO ......cociuiieuiies st eteeeeeenete st sae e e ane e 62

T B O U111 1T ] 0 F= 1 [ PP PP PP PP PPPPRTPPTPPPPN 27
3.1.1. DiSefN0 del CUESIONAIIO .......eeeeeet e eeee e e e e e e e e e e e e e 27
G700 I~ =11 10 o [ o N o] (o) (o TS PSP 29

Observaciones tras la implementacion del cuestimpéoto ........................... 30
Modificaciones realizadas al cuestionario a pairestudio piloto.................. 31

3.1.3. Implementacién del cuestionario en el aula..............ccccccceeeeeeennnnnen. 31

3.2, PUESLA €N COMUN ...ociiiiiiiiiieee e s sttt e e e e e e e e enn e 32

3.2.1. Disefio de la puesta €n COMUN ........coeeeeeeeeiiiiiiiieeirree e 32

3.2.2. Implementacion de la puesta en comin eal@la...............ccccccceeeeennnn. 36
CAPITULO 4: ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS .....cccceoviiirerienne. 38
1. ANALISIS DE LOS DATOS DEL CUESTIONARIO ......ommeeeeeereeieaeeieeenenes 38
2. RESULTADOS DEL CUESTIONARIO........coiiiiitm et 49

2.1 Resultados por ecuacion 0 SISEMA ... e eeeeeeereeeeeriiiiiiiiininneeeeeen..00

2.2 Resultados por categoria de analiSiS...ceuueeeeeeeeeeiiiiiiiiiieieeeeeeeeiiiieines 56
3. PUESTA EN COMUN.....ccoiiiitiietiiietesietesmiese st saesa st a s s b ennnnnens 64
3.1 Intervenciones destacadas de la puesta en camUn..........coeeeeeeeeeeeeeiiiiiiinnnnns 64
3.1.1  ECUACION BXFHL0ZTBX coieeeeeeiieeeeeieeeiiiiiiie s s s e e e e e e e e e e eaaeaeneeeeeeeeeeannennnnnes 64
3.1.2  ECUACION ALB= X% ..ottt eae e et sen e e sen e 65
: , oX+3y=69
3.1.3 Sistema de ecuacCiONeS B: 7 b 65
X+y=15

3.2 Resultados extraidos de la puesta €N COMUNumm.ceveveeeeeriiiiiiiiiiieieeeeeeeeen, 67



4. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

CAPITULO 5: CONCLUSIONES

1. CONSECUCION DE LOS OBJETIVOS

2. LINEAS DE CONTINUIDAD

REFERENCIAS ...,

........................................................................ 12



Tabla 1:
Tabla 2:
Tabla 3:
Tabla 4:
Tabla 5:
Tabla 6:
Tabla 7:
Tabla 8:

Tabla 9:

INDICE DE TABLAS

Distribucién de objetivos de investigacgimstrumentos de evaluacion....... 26
Asignacién de variables a las eCUACIONES............coevvviviiiiiiieeeeeeeeeeeenn, 28

Codificacion de los problemas inventadofaescuacion 1...............ceeeeeeeee. 50
Codificacion de los problemas inventadofaescuacion 2.............ccceeeeeeee. 51
Codificacion de los problemas inventadofaescuacion 3.............ccoeeeeeeee. 52
Codificacion de los problemas inventadofaecuacion 4............................ 52
Codificacion de los problemas inventadofaecuacion 5.......................... 53
Codificacion de los problemas inventadofaescuacion 6.................cccee.... 54
Codificacion de los problemas inventadoiescuacion 7..........cccoeeeeeeeeeenn.. 55



INDICE DE FIGURAS

Figura 1 Planificacion de la puesta en comun de la eco&io..............ccoovvvvevvvnnnnnns 33
Figura 2 Planificacion de la puesta en comun de la ecoatio................cocvveevvnnnnns 34
Figura 3. Planificacion de la puesta en comun del sisteen@cdaciones 5................. 35
Figura 4. Planificacion de la puesta en comun para la ebnatimero 2.................... 36
Figura 5. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la cati@gA .............vvvveeeeeennn. 40
Figura 6. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiegB...............ccceeeeeeeennnnn. 41
Figura 7. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la cat@gl.............cccceveveereeenn.. 42
Figura 8 Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiegD ................ccoeeeveennne 43
Figura 9. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiegE ................ccoeeeeiviennns 44
Figura 1Q Definicidn, ejemplos y aclaraciones para la aatiegF ................ccccceeennn... 45
Figura 11 Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiegG ...............ccceevveneeee 46
Figura 12 Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiegH ................cccvvvveeeee. a7
Figura 13 Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiggl .................ccvvvvnnenee. 48
Figura 14 Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catieg]...............cccevvvvvvnnnnnn 49

Figura 15 Frecuencia de la categoria A para cada ecuac®@igma de ecuaciones.. 56
Figura 16.Frecuencia de la categoria B para cada ecuad@iema de ecuaciones.. 57
Figura 17. Frecuencia de la categoria C para cada ecuadisteyna de ecuaciones.. 58
Figura 18 Frecuencia de la categoria D para cada ecuadiema de ecuaciones.. 59
Figura 19 Frecuencia de la categoria E para cada ecua@@teyna de ecuaciones.. 60
Figura 20 Frecuencia de la categoria F para cada ecuadi@teyna de ecuaciones .. 60
Figura 21 Frecuencia de la categoria G para cada ecuasi@eyna de ecuaciones.. 61
Figura 22 Frecuencia de la categoria H para cada ecuaditegma de ecuaciones.. 62
Figura 23 Frecuencia de la categoria | para cada ecuac@igma de ecuaciones... 63

Figura 24 Frecuencia de la categoria J para cada ecuaaidteyna de ecuaciones... 63



Elena Fernandez Millan Dpto. Didactica de la Matematica. UGR

CAPITULO 1: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La investigacion que se recoge en esta memoriagpersen términos generales,
indagar en el significado que los estudiantes tlamdolismo algebraico, al finalizar la
Educacion Secundaria Obligatoria (ESO), a travédadactividad de invencion de
problemas. En este primer capitulo, antes de ctamcet problema de investigacion
presentando el objetivo general y los objetivoseesigos que de €l se derivan,
justificamos el interés de esta investigacion desda triple perspectiva: personal,

curricular y desde la investigacion en el area.

1. JUSTIFICACION PERSONAL

En mi corta experiencia como profesora he obserpisistentes dificultades en el
aprendizaje del algebra, en concreto, en el ussidgdolismo algebraico, por alumnos
de diferentes niveles de educacidén secundariaj@pgue coinciden en expresar otros
docentes (ej., Rodriguez-Domingo, 2011; Vega-Cask@l0). Consideramos que
algunas de estas dificultades estan relacionada®lcsignificado que los estudiantes
atribuyen al simbolismo algebraico y su concepdérnpara qué se utiliza este. Estas
dificultades interfieren, en particular, al abortleas que requieren la transicion entre
el simbolismo algebraico y otros sistemas de remtesion, entre ellos el sistema de

representacion verbal.

Por otra parte nos interesamos por la invencioprdblemas como herramienta para
obtener informacién sobre el significado que ldsidiantes dan a este simbolismo, por
ser una tarea que no estan habituados a realigae yfes requiere dar significado a

expresiones simbdlicas.

2. JUSTIFICACION CURRICULAR

Para justificar desde un punto de vista curricaelanterés de realizar esta investigacion,
concretamos el papel que se le confiere al simholiglgebraico dentro de los
documentos curriculares. Nos apoyamos en los es@nddel NCTM (2000), los
Common Core State Standards Americanos (2010) tyesndocumentos curriculares
vigentes en el contexto nacional y autonémico equel se enmarca el estudio, estos

son:

- REAL DECRETO 1631/2006, de 29 de diciembre, porge¢ se establecen las

ensefianzas minimas correspondientes a la Educaesimdaria Obligatoria.
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- DECRETO 231/2007, de 31 de julio, por el que saldste la ordenacion y las
ensefianzas correspondientes a la Educacion Seu@didigatoria en Andalucia.

- ORDEN de 10 de agosto de 2007, por la que se ddaaet curriculo correspondiente
a la Educacion Secundaria Obligatoria en Andalucia.

En estos documentos nacionales y autondémicos se genmanifiesto que con la

ensefianza del algebra se contribuye tanto a laecoci®n de los objetivos de la

materia, como a la adquisicion de las competenudsicas. Destacamos el objetivo

“Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo @iporar el lenguaje y modos de

argumentacion las formas de expresion y razonamiettematico, tanto en procesos

matematicos o cientificos como en los distintositoslile la vida”. (BOE, 2006, p. 752)

A lo largo de la etapa de la ESO se pretende guedtudiantes adquieran destrezas
algebraicas de forma progresiva, a través del usanejo de simbolos y expresiones.
Para ello es necesario el trabajo con la simbaémag la traduccion entre lenguajes

desde los primeros cursos:

(...) las destrezas algebraicas se desarrollan astrd® un aumento progresivo
en el uso y manejo de simbolos y expresiones (..a).canstruccion del
conocimiento algebraico ha de partir de la repias&n y transformacion de
cantidades. El trabajo con patrones y relaciormesinhbolizacion, la traduccion
entre lenguajes son fundamentales en los primenosos. (...) No menos
importante resulta la interaccion entre los dissntipos de lenguaje: natural,
numeérico y grafico, geométrico y algebraico comonfa de ligar el tratamiento

de la informacion con la experiencia de los alum(B®&E, 2006, p. 751)

En la competencia mateméatica se sefiala la impaatate adquirir la habilidad de

relacionar diferentes formas de expresion, enquaati la algebraica y verbal:

(...) consiste en la habilidad para utilizar y rebaer los nameros y sus
operaciones basicas, los simbolos y las formasxgeesdn y razonamiento
matematico, tanto para producir e interpretar miss tipos de informacion,
como para ampliar el conocimiento sobre aspectastitativos y espaciales de
la realidad (...). (BOE, 2006, p. 687)

Los alumnos deben ser capaces en esta etapa idaruilecuadamente el lenguaje
algebraico. La traduccion entre lenguajes contebtgmbién a la adquisicion del

conocimiento algebraico:
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La adecuada utilizacién progresiva de simbolos presiones contribuira al

desarrollo natural de las destrezas algebraicasseguacilitara con la lectura e
interpretacion simbdlica de las situaciones proBlicas que se planteen y, en
sentido inverso, con la traduccion al lenguaje alkede expresiones y resultados
algebraicos. De esta manera, las Matematicas deloericebirse, entre otras
muchas cosas, como un vehiculo de comunicaciénpyesidon de ideas, que

contribuira a la comprension de otras materias.J@BQ007b, p. 53 y 54)

En el bloque de contenidos de algebra, en losetifes cursos encontramos variados

contenidos relacionados con el simbolismo algebraic

- Primer curso: “Empleo de letras para simbolizar edos inicialmente desconocidos y
nameros sin concretar. Utilidad de la simbolizacipara expresar cantidades;
Traduccion de expresiones del lenguaje cotidianalgdbraico y viceversa; (...)
Valoracion de la precision y simplicidad del lengualgebraico”. (BOE, 2006, p.
753)

- Segundo curso’Lenguaje algebraico para generalizar propiedadesinybolizar
relaciones; Significado de las ecuaciones y sohgspResolucion de ecuaciones de
primer grado. Transformacion de ecuaciones en egas/alentes. Interpretacion de
la solucidn; (...) Utilizacién de las ecuaciones pasolver problemas”. (BOE, 2006,
p. 754)

- Tercer curso: “Traduccion de situaciones del lenguaje verbal #&ela@raico;
Resolucién de ecuaciones de primer y segundo gr8étemas de ecuaciones
lineales; Resolucion de problemas mediante lazatilbn de ecuaciones y sistemas.
Valoracion de la precision, simplicidad y utilidael lenguaje algebraico.” (BOE,
2006, p. 756)

- Cuarto curso: “Manejo de ecuaciones en diferentegegtos; Resolucion gréafica y
algebraica de los sistemas de ecuaciones. Resoldeiproblemas cotidianos y de otras
areas de conocimiento mediante ecuaciones Y sisfe(BOE, 2006, p. 757 y 759)

En los Common Core State Standards Americanos J&Z&lBace una propuesta de qué

deben entender y ser capaces de hacer los esaglaiu largo de las diferentes etapas

educativas. En lo que respecta al simbolismo atgetyr los estudiantes comienzan a

trabajarlo desde el grado 6, ellos deben “escridar, y evaluar expresiones en las que

las letras significan nameros” (p.43), comienzattadajar con ecuaciones de primer

grado con una variable, “usar variables para reptas nUmeros y escribir expresiones
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para resolver un problema del mundo real o matemati resolver problemas del
mundo real y matematicos mediante la escrituraglueion de una ecuacion de primer
grado, donde los coeficientes y los términos indd@mtes son numero positivo§s.
44). En el grado 7 los estudiantes contindan conrelsolucion de problemas
matematicos y de la vida real utilizando expressomeiméricas y algebraicas y
ecuaciones. En el grado 8 comienzan a trabajarecoaciones lineales y sistemas de
ecuaciones lineales. En niveles posteriores lasligsttes deben interpretar las partes de
una expresion tales como términos, factores y cieeties, escribir expresiones
equivalentes para resolver problemas o crear emexipara resolver problemas y que

describan numeros y relaciones.

Por otro lado se subraya la importancia de tradeesipresiones algebraicas en
expresiones verbales y viceversa (NCTM, 2000). Ti@mbn los Common Core State
Standards Americanos (2010), en relacion con ebalismo algebraico, se menciona
gue los estudiantes matematicamente competentes) dadv capaces de transformar
expresiones algebraicas en otros sistemas de eepaewn, estableciendo

correspondencias entre ecuaciones y descripciarésles, entre otros. Por otro lado,

han de comprender el significado del simbolismlzatilo.

En todos los documentos curriculares consultadgose de manifiesto la importancia
que se le concede al simbolismo algebraico despeneér curso de la ESO. A lo largo
de esta etapa se pretende que los alumnos maregesirhbolos y expresiones
algebraicas, sean capaces de traducir entre lersysanbolico y verbal principalmente,
y plantear ecuaciones para resolver problemas etrsse. Consideramos que para todo
ello es necesario que los estudiantes den el gigdd apropiado, y sepan utilizar e

interpretar el simbolismo algebraico, lo cual mathuestro trabajo de investigacion.

3. JUSTIFICACION DESDE LA INVESTIGACION

Diversas investigaciones tanto a nivel nacional @amternacional han indagado en la
compresion del simbolismo algebraico de estudiatesecundaria. Ejemplos de ellas
son Kichemann (1981), Booth (1984), Kieran (197931), MacGregor y Stacey

(1997) o Filloy y Rojano (1989), que atienden ahdicomprension desde diferentes
perspectivas. Otras investigaciones, mas que imdagala comprension de dicho

simbolismo, se centran en clasificar los errordasodificultades que manifiestan los
alumnos cuando trabajan con expresiones simbolgasplos de ellas son Kirshner
(1989), Ruano, Socas y Paralea (2008), Cerdan Y2DTastro (2012). Estos estudios
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muestran que a pesar del tiempo que se dedicaealdipaje del algebra, y en concreto
al uso del simbolismo algebraico, en la etapa dersfaria, los estudiantes cometen
reiterados errores en el manejo del mismo que margigeficiencias en su capacidad
para dotarle de significado. Estos resultados raotimuestro interés por indagar en

dicha capacidad.

En cuanto al uso de la invencion de problemas stigeciones como Castro (2011) han
argumentado su utilidad como tarea evaluadora:tasta aporta informacion sobre las
habilidades de los alumnos para usar su conocimieratematico; diversos trabajos
como Ayllon y Castro (2002), Ayllén, Castro y Mdin(2010) o Silver, Kilpatrick y
Schlesinger (1990) asi lo muestran.

Dentro del area de investigacion en educacion nétea) la invencion de problemas
ha recibido atencion desde multiples perspectivas.ejemplo en el PME 33 se creo
un grupo llamado “Problem posing in mathematicsrhieg: Establishing a Theoretical
Base for Research” centrado en tratar las sigiseiet@aticas: invencion de problemas
como un componente integral en las matematicaslagesp contrastes entre los
componentes cognitivos de la invencidon de probleynlasresolucion de problemas en
el pensamiento matematico; invencién de problemadidogo en las clases de
matematicas; procesos de invencion de problemaémpoclevan a la creatividad
(Singer, Ellerton y Cai, 2013). La continuacionedte debate en el PME 35, en 2011,
llevé a nuevas preguntas e investigaciones sobriofenas en las que la invencion de
problemas puede llegar a ser mas natural y forrade ple las aulas de matematicas en
todos los niveles. Entre las preguntas que seté@son, estaba la posibilidad de utilizar

la invencion de problemas como una herramientauadala.

No obstante, hemos encontrado en la literaturaspooaestigaciones que utilicen la
invencion de problemas como tarea para evaluarolaprension del simbolismo
algebraico. Solamente Isik y Kar (2012) analizas dificultades que se presentan

cuando profesores en formacién inventan problemlae cuaciones.

Las investigaciones mencionadas anteriormente;aasd el hecho de que la actividad
de invencién de problemas sea objeto de interda eomunidad cientifica, motivan

nuestro interés para utilizar la invencién de peoids como herramienta evaluadora.

Cabe sefialar que este trabajo se enmarca dentnoaddnea de investigacion en la
viene profundizandose dentro del grupo de invesiigaFQM-193 del Plan Andaluz de
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Investigacion, Desarrollo e Innovacién de la Judéa Andalucia “Didéactica de la
Matematica: Pensamiento Numérico” de la UniversidadGranada. En este grupo se
han realizado ya varios trabajos relativos a laadtida del algebra, tanto desde la
perspectiva de la propuesta Early-Algebra comotivels al algebra propia de
educacién secundaria y bachillerato. Algunos desdsabajos han centrado su atencién
en los procesos de traduccidn entre representacignen la comprension del
simbolismo algebraico por parte de los estudiaiggs Canadas, 2007; Martinez-
Videla, 2011; Molina, 2006; Rodriguez-Domingo, 2J)1lsiendo ambas dos
componentes destacadas de este trabajo de inwéStigkn el marco de estos trabajos
este estudio persigue seguir avanzando en la casiprede la problemética de la

ensefanzal/aprendizaje del algebra.

4. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

El objetivo general de esta investigacion es aamlia capacidad para dotar de
significado a expresiones simbolicas que ponenatdfresto un grupo de estudiantes al
final de la Educacion Secundaria Obligatoria, aésade la tarea de invencion de
problemas.

Este objetivo general se concreta en los siguienthgtivos especificos relativos a la
tarea de inventar problemas resolubles mediantéasieecuaciones o0 sistemas de

ecuaciones dados:

1. Analizar la estructura sintactica de los problemas inventan los estudiantes y
compararla con el tipo de ecuacion o sistema dacgmues al que corresponden.

2. Distinguir el significado que dan los estudiantégsadiferentes componentes de las
ecuaciones dadas, atendiendo en particular a kagctesas semanticas de los
problemas inventados.

3. ldentificar caracteristicas de las ecuaciones dfimulian a los estudiantes la tarea
de inventar un problema.

Adicionalmente nos proponemos un cuarto objetivanmlementario que por

limitaciones de tiempo no ha podido ser tratadeldrabajo recogido en esta memoria:

identificar qué entienden los alumnos por problesrasos que es necesario el uso del
simbolismo algebraico para su resolucion.

Tomando estos objetivos como referencia, hemooidb la fundamentacion tedrica

de este trabajo, el disefio de la recogida de gatbanalisis de los datos obtenidos.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

En este capitulo presentamos el marco tedrico tdeiregestigacion el cual se centra en
dos términos clave en relacion a los cuales seefinidb previamente el problema de
investigacion: el simbolismo algebraico y la inviéncde problemas. La informacion

que se presenta permite enmarcar la investigaedlizada y precisar el significado de
los términos que utilizamos. Seguidamente descaobim estado de la cuestion en
relacion con ambas componentes del problema dstigaeion planteado previamente,

sintetizando los resultados de los principalesdessuprevios consultados.

Antes de abordar ambas cuestiones, recogemos alglews generales sobre el algebra
como parte de las matematicas y como campo detigae®n desde la educacion
matematica, que nos aportan una vision mas ampliandrco en que se sitla esta

investigacion.
1. ALGEBRA: DEFINICION Y CAMPO DE INVESTIGACION

En sus comienzos, desde la época de al-Khwariz8ai £7850) y hasta Vieta (1540 —
1603) y Euler (1707 — 1783), el algebra se referissu totalidad a procedimientos y
notaciones. Este punto de vista del algebra, coen@imienta para manipular simbolos
y para resolver problemas, ha sido reflejado ealgdbra del curriculo escolar desde
que se desarrollé y tomo forma a lo largo del S. XXl S. XX (Kieran, 2007). En un
estudio del desarrollo historico del algebra rea a finales del pasado siglo, segun
Kieran (1992), se define el algebra como la rambaslenatematicas que se encarga de
simbolizar relaciones numéricas generales y estraEt matematicas y de las

operaciones con estas estructuras.

El algebra ha recorrido un largo camino hasta akalos niveles de especializacion en
el siglo XX, como sefialan Castro, Godino y RivaB0@. Factores tanto culturales
como intramatematicos han impulsado esta espea#diz, en la cual ha permanecido

su poder representacional.

Recientemente, tratando de dar una descripcidnsprée lo que define actualmente el
algebra escolar, diferentes autores han identibicaatias concepciones del algebra.
Entre ellos cabe destacar a Usiskin (1998), Bednéderan y Lee (1996), Drijvers y
Hendrikus (2003) y Drijvers, Goddijn y Kindt (2011hos Common Core State
Standards Americanos (2010) también identificaardiites componentes o visiones del

algebra a considerar en su ensefianza.
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Los citados investigadores muestran que con el plesdos aflos ha habido una
evolucion en lo que se ha entendido por algebmincitlen en sefalar el algebra como
una parte de las matematicas que presenta multplesxiones con la aritmética, la

geometria y el analisis.

Drijvers y Hendrikus (2003), por ejemplo, distinguéas siguientes concepciones:
algebra para expresar generalizacion a través ttenpa y formulas, algebra para
resolver problemas, algebra como el estudio deicglas y funciones, y algebra como
un sistema de representaciones simbdlicas. Estdsreau sefialan que estas

concepciones estan conectadas unas con otrasanraehratarse de forma separada.

En cuanto a las diferentes investigaciones reaiah el campo de algebra escolar
también se observa una evolucion sobre los temasehan ido tratando. Sintetizamos
a continuacion la revision de la misma realizadakeran (2007). Durante la primera
mitad del S.XX, las investigaciones en el aprerdiaa ensefianza del algebra se
centraban en la dificultad relativa de resolverostipos de ecuaciones lineales y en los
errores que los estudiantes de algebra cometgnliehraprocedimientos. En la década
de los 50 y principios de los 60, las investigaegen esta tematica fueron llevadas a
cabo mayoritariamente por psicélogos, quieneszabkn la materia como un vehiculo
para estudiar cuestiones relativas al desarrollhvatelidades o de la memoria. Mas
adelante, desde finales de la década de los 70dauas investigadores en la didactica
del algebra comenzaron a aumentar en nimero ysdittrse como grupo, los estudios
pasaron a centrarse en el significado que los alandlan al algebra, asi como en el
andlisis de las diferentes formas a través deuakes se puede hacer significativo, para

los alumnos, el aprendizaje del algebra.

Entre las razones que han promovido el cambiométtea en la investigacion, Kieran
sefala en primer lugar la influencia en la investign en educacion matematica de las
ideas de Piaget sobre el desarrollo cognitivo. m&mo se ha observado que los
estudios centrados exclusivamente en desarrollailidedes y técnicas para la
ensefianza del algebra, no han sido exitosos eruciora que los estudiantes sean
expertos en el algebra. De ahi el cambio de temétida investigacion en didactica del
algebra desde finales de los 70 y los 80. A pdeita década de los 80 la investigacion
en este campo sugiere nuevas formas de pensanodndta sobre el contenido que
compone el algebra de la educacion secundariapa® la introduccion de actividades

algebraicas en la educacion primaria (Kaput, 1995k podria ayudar a eliminar
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algunos de los obstaculos asociados al algebreamdaria. Por ultimo, la llegada de
las nuevas tecnologias esta influyendo tambiéma eafbrmulacién de las concepciones
sobre qué debe ser ensefiado en el algebra escaarlgy investigacion sobre la

didactica del algebra.

2. SIMBOLISMO ALGEBRAICO

A la hora de definir el simbolismo algebraico esasario tener en cuenta su relacion
con el lenguaje algebraico pues hay autores quepihsideran como parte de éste,

mientras que otros identifican ambos términos.

En Molina (2012) se pone de manifiesto que el téontkenguaje algebraico es utilizado
por algunos autores como sindnimo de simbolismebalico mientras que otros, como
Drouhard y Teppo (2004), refieren a una parte eefliaje matematico formado por
simbolismo algebraico, lenguaje natural y repres®ohes algebraicas compuestas (ej.,
tablas, diagramas, graficos,..). Desde esta pdargpe®rouhard (2001) y Kirshner
(1987) han demostrado que cumple los requisitosdgade la linguistica se le imponen

a un lenguaje (Molina, 2012).

En este trabajo, utilizaremos el término simbolisatyebraico para referirnos al sistema
de representacion que se caracteriza por el endpgléorma escrita de numerales, letras
y signos caracteristicos de la aritmética y el laige Entendemos por sistema de
representacién un conjunto estructurado de notasj@imbolos y gréaficos, con reglas y
convenios, que nos permiten expresar aspectos pepiades de un concepto sin

agotarlo por si solo (Castro y Castro, 1997).

2.1Desarrollo del simbolismo algebraico

En Kieran (1992) se presenta un andlisis histédeb desarrollo del simbolismo
algebraico distinguiendo tres etapas. La primeapaeen la evolucion del simbolismo
algebraico se caracterizaba por el uso de desgnigsien el lenguaje ordinario para
resolver un tipo particular de problemas, y pofdiéa del uso de simbolos o signos
especiales para representar incognitas. La segtaga introduce el uso de letras para
cantidades desconocidas; en este periodo el painoigetivo de los algebristas era
descubrir la identidad de las letras mas que eapgeneralidad. Hasta el S. XVII no se
desarroll6 verdaderamente el simbolismo algebraic@gebra simbdlica, a partir de
aqui fue posible expresar soluciones generalesayalsalgebra como una herramienta

para establecer reglas gobernadas por relacione®rivas. Durante los siglos
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siguientes, el crecimiento del simbolismo llevo ddsarrollo de otros conceptos

matematicos como el de funcién.

Implicito en el desarrollo del simbolismo algeboaiesta la evolucion gradual del
algebra desde una perspectiva procedimental a stnzctiral. Antes de la invencion
del simbolismo algebraico por Vieta, la esenciaalgeébra era resolver determinados
tipos de problemas dandole significado a presaims verbales que envolvian una
mezcla de lenguaje natural y caracteres especiaiesnvencion de una notacion
condensada permitié al algebra ser mas que meraragatherramienta procedimental,

esto permitio a las formas simbdlicas ser usadiam @bjetos estructurales.

2.2Componentes del simbolismo algebraico

Castro (2012) identifica las siguientes componentes simbolismo algebraico

atendiendo a las dificultades que los mismos onasi@ los estudiantes:

- Variables: simbolos literales que se utilizan para representognitas, niumeros
generalizados o argumentos de funciones (Kierar§2;19Jsiskin, 1987). La
investigacidbn muestra que, en sus primeras apraiimes al algebra, los estudiantes
no entienden el significado de las letras y comurenkas interpretan como suplencia
de objetos o palabras (MacGregor y Stancey, 1963% puede entorpecer la
construccion del concepto de variable. Se sefiateo dmpedimento por ejemplo el
asignar una letra como nombre de una persona,magsi asumir que las letras son
abreviaturas. Hay estudiantes que adquieren dexiigdad en la rutina de manipular
variables y pueden trabajar con ellas aunque ngatemplena comprension de las
mismas (Wagner, 1983). Por ejemplo cuando las blasarepresentan incognitas a
veces no entienden que las letras tienen un vadpeo#fico. Estudios como
Kichemann (1981) muestran que solo un porcentajg peguefio de estudiantes
entre 13-15 afios puede interpretar una letra commaimero generalizado.

- Signos:simbolos que denotan operaciones o relacionegudédad u orden. Algunas
dificultades en el aprendizaje del algebra estatiadas al uso de los simbolos
(Wagner y Parker, 1999), en particular la corr@ttiarpretacion del signo de igualdad
es esencial para el aprendizaje del algebra (Canpdfranke y Levi, 2003; Molina,
Castro y Castro, 2009). Es importante a la horaatesformar una expresion en otra,
en la simplificacion de expresiones o en los primgeshtos de solucion de ecuaciones

y sistemas de ecuaciones.
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- ExpresionesUna expresion algebraica es una descripcion de aparaciones que
contienen signos y emplean dos sistemas de simbdtistos, letras y nimeros. Su
uso conlleva economia en la notacion pero al agestias letras y los numeros a
diferentes reglas, causa dificultades para loglesites (Wagner y Parker, 1999).

- Estructura de las expresiones algebraic&e ha argumentado que muchas de las
dificultades de los estudiantes con el algebra Giicé y las transformaciones en la
misma, son debidas a falta de percepcion o recomecio de la estructura de las
expresiones (Hoch y Dreyfus, 2004; Vega-Castro,mdoiCastro, 2011).

2.3 Caracteristicas del simbolismo algebraico

El simbolismo algebraico como sistema de represgmtgosee unas caracteristicas que
lo diferencian de otros. Algunas de ellas han &wlplicitamente mencionadas en los
apartados previos como es el caso de la poliseenegiinos de sus simbolos (gj., las

letras pueden representar: incognitas, nUmerog@ensa argumentos de funciones).

Kieran (1992) y Socas (1997) sefialan que al mogedesde las descripciones en
lenguaje ordinario, de una situacibn o un probleymaus soluciones, hacia las
representaciones simbdlicas se produce una pémbdaignificado. Socas (1997)
considera que el uso en el aula de la representaeital favorece la interpretacion de
los signos utilizados en el lenguaje algebraicam ppre el lenguaje matematico en
general, y el simbolismo algebraico en particudarmas preciso que el lenguaje natural
ya que esta sometido a reglas exactas y es necagarpretar de manera correcta los
signos utilizados. Ademas sefiala la posibilidad ldeturas secuenciales y no

secuenciales de expresiones simbdlicas.

Drijvers, Goddijn y Kindt (2011) ponen de manifesiue el algebra utiliza su propio
sistema de signos, simbolos y reglas estandarizadse como se puede escribir algo;
el algebra tiene su propia gramatica y sintaxissip énace posible formular ideas
algebraicas de forma inequivoca y compacta. En ®stema de representacion los
signos y simbolos pueden ser manipulados con @ggasrbien establecidas que no se
refieren a un contexto especifico. Por otro ladobian sefialan que la gramatica
algebraica va de la mano con la formalizacion yakstraccion, asi a través del
simbolismo algebraico se pueden expresar ideabraigas de una forma diferente de

la inicial, planteando un problema de forma masceta.

11
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Como caracteristicas del sistema de representauidolico también cabe destacar la
alta presencia de informacion no explicita u ormaitig una baja presencia de
informacion irrelevante o confusa, en comparacim @tros sistemas de representacion

como el verbal, el tabular o el grafico (Bosse, A#lgamfi, y Cheetham, 2011).

Castro (2012) menciona que tanto en su sintaxisoeamsu semantica, el simbolismo
algebraico se aleja del lenguaje natural y tamliéhlenguaje aritmético (Rojano,
1994), lo cual no facilita darle significado. Mushte los errores sintacticos se explican
por el hecho de que el uso del simbolismo algebrasta restringido al aula, en
desventaja que con el uso de la lengua vernacukesté hay que afadir el caracter
formal del lenguaje algebraico.

2.4 Sentido simbadlico

Arcavi (1994) introduce la nocion de sentido detlsdlo como una meta deseada en la
ensefianza de las matematicas, en concreto endéagnza del algebra. No obstante
sefiala que una definicion explicita de este cocistrino es viable debido a la
complejidad y variacion en todo lo que se necgmra utilizar con eficacia y razonar
con diferentes formas simbdlicas del algebra. Horeste autor aporta una serie de
descriptores, y sefiala ejemplos para cada unola® gqlie utiliza para caracterizar el
sentido del simbolo en el dominio de algebra enrs#aria. Entre los descriptores que

da este autor destacamos los siguientes:

1) Apreciacion del poder de los simbolos que irelloyque los simbolos pueden y no
pueden hacer: sefiala que los individuos que saadizar manipulaciones algebraicas,
pero no consideran la posible importancia de lodbsios para revelar la estructura de
un problema, no han desarrollado completamentesstide simbdlico. Tener sentido

simbdlico, segun Arcavi, es tener los simbolosatfigles como una herramienta para

tomar decisiones.

2) Capacidad para determinar cuando abandonametli@isimbolos y recurrir a otras
formas de representacion: en ocasiones un proldégeharaico es mas facil de resolver
cuando recurrimos a otras técnicas o sistemaspdesentacion, como el grafico, que a

través de la manipulacion simbdlica.

3) Capacidad de “leer” expresiones y ecuacionesisiste en interrumpir la
manipulacion simbolica que hacemos mecanicamentegjpmplo cuando resolvemos

una ecuacion, con el objetivo de ver el significgde hay detras de esos simbolos.

12
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4) Capacidad para disefiar formas simbolicas derd@weun propdsito: Arcavi sugiere
que, dados los simbolos, el sentido simbdlico yeher el significado que ellos tienen,
por lo que se caracteriza, en primer lugar, p@pl@ciacion de que se puede crear una
expresion simbdlica para un determinado proposiiosegundo lugar darse cuenta de
qué tipo de expresion simbdlica es la necesaria paestro proposito, y por ultimo
incluye la habilidad de crear la expresién busahlforma satisfactoria.

5) Conocimiento de los diferentes roles que lo$slos juegan en diferentes contextos.
Este conocimiento consiste en reconocer la muliikedignificados que pueden tener
los simbolos en funcién del contexto y la habilidiedmanejar los diferentes objetos y

procesos que ellos conllevan.

2.5 Antecedentes

Las investigaciones que hemos consultado relatalaproblema de investigacion
considerado en este trabajo hacen referencia dpteglaspectos. Las sintetizamos aqui
distinguiendo dos grupos segun el foco en el guese mayor énfasis en cada trabajo:
(1) aquellas que hacen referencia a la compresgnsichbolismo algebraico y la
capacidad general de sentido simbdlico de los esttasd y (2) las relativas a los errores
gue cometen los alumnos y dificultades que ponematgfiesto cuando trabajan con el

simbolismo algebraico.

2.5.1 Investigaciones relacionadas con la compresionsiebolismo algebraico y
sentido simbdlico de los estudiantes

Kieran (2007) hace una revision de investigacioselsre didactica del &lgebra las
cuales clasifica por niveles de edad de los sujebgdicados, y por tipos de tareas
consideradas distinguiendo entre generalizaci@Gnstormacion o tareas de alto nivel (a
las que llama meta-globales). En dicha revisioralsejue las investigaciones mas
antiguas relativas al significado que los estuésatiribuyen a variables, expresiones y
ecuaciones, llevadas a cabo con alumnos de ededasreé 11 y 15 afos, se centraban

en los siguientes aspectos:

- Como los alumnos interpretan los simbolos algebsai®or ejemplo Kichemann
(1981) por medio de un test realizado a 1000 emtbels de 14 afios de edad analizé
los diferentes significados que atribuian a lasasetClasifico las interpretaciones de
los estudiantes sobre las letras en algebra egrdodes grupos: en el primero la letra

es ignorada, le dan un valor arbitrario o bienszgla como el nombre de un objeto, y

13
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en el segundo la letra es usada como un numeroreEsdo especifico o0 como un
namero generalizado. Cada uno de estos gruposivVididd en dos categorias en
funcion de las demandas cognitivas de acuerdo aaorhplejidad de cada apartado
del test, dando en total cuatro niveles que Kichemasocié con los niveles de
desarrollo cognitivo identificados por Piaget. Etax concluyd con que la mayoria de
los estudiantes participantes en su estudio e@pates de ver las letras en algebra
como cantidades desconocidas 0 como nimeros geaei.

- Andlisis de la experiencia aritmética previa y fasrde pensamiento. Por ejemplo
Booth (1984) realizé una investigacion sobre el ooimiento algebraico de
estudiantes entre 13 y 17 afios de edad. Todos llmenas cometian errores
relacionados con el diferente enfoque que requiareactividad algebraica en
comparacion con la aritmética, el uso de la notagi@onvenciones especificas del
algebra, el significado de las letras y variable®l tipo de relaciones y métodos
utilizados en aritmética. En aritmética la finatidde las actividades es encontrar un
namero particular como respuesta, mientras en @ged siempre es asi y muchos
estudiantes tienden a buscar una respuesta numBocatro lado, también sefiala
gue muchas de las dificultades que los alumnos tnamesn algebra se debe a una
falta de comprension en aritmética, dado que unlasieoncepciones del algebra es
como aritmeética generalizada, esa fata de compgmessi traslada al algebra.

- Comprension de la notacidon con signos especifioosogaréntesis o el signo igual.
Kieran (1979) muestra que los estudiantes normakmam utilizan paréntesis porque
consideran que la secuencia escrita de operacdetieamina el orden en que deben
ser operadas, ademas muchos piensan que el valanaleexpresion permanece
invariable si el orden de calculo cambia. Otro®s (ej, Behr, Erlwanger y Nicolas,
1976) muestran que estudiantes desde doce a caftwsenormalmente ven el signo
igual de una forma unidireccional que precede araspuesta numérica y no como
una relacion de equivalencia.

Trabajos mas recientes (ej, ver revision de Kie2®07) sugieren factores adicionales

que inciden en la interpretacion de la notaciorelaigica por los estudiantes, no

necesariamente vinculados a niveles de desanwognitivo. Por ejemplo MacGregor y

Stacey (1997), a partir de un estudio con 200Qdestites australianos de entre 11 y 15

afos, presentan evidencias de la existencia dermmsgespecificos de la interpretacion

incorrecta que dichos estudiantes hacen de lasletr algebra, que en la literatura se

han pasado por alto. Los origenes de estas intacees incorrectas de las letras en
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algebra evidenciados por los autores son: supuéstoiivos y de razonamiento
pragmatico de una nueva notacion, analogias cdansms de simbolos familiares,
interferencia del nuevo aprendizaje en matematigaal, efecto del mal uso de los
materiales de ensefianza. Segun estos autoresoegfeses pueden estar o no estar

asociados con el nivel cognitivo.

Otras investigaciones centran su atencién en etegio de variable al considerarlo
fundamental para que los alumnos progresen enralgeimcorporan a su trabajo en el
aula tecnologias tales como la calculadora u higasélculo. Este es por ejemplo el
caso de Graham y Thomas (2000) quienes realizastudio utilizando un mdédulo de
trabajo basado en calculadoras graficas, lo cugbquciona un ambiente donde los
estudiantes pueden experimentar algunos aspectdssdgariables y comenzar a
construir la comprension de las mismas. Las calloués graficas se destacan en este
estudio como un instrumento que ayuda a alcanzarm@jora significativa en la

comprension de los estudiantes.

Hay investigaciones que se han centrado en obeticohceptuales que tienen lugar
cuando los estudiantes pasan a operar con ecuagjaedienen una incognita a un lado
del signo igual, a ecuaciones mas complejas cobgiitas a ambos lado del signo
igual. Filloy y Rojano (1989), realizaron un estudion alumnos de 12 y 13 afios
mostrando que la transicion de ecuaciones conclégiita a un lado del signo igual,
tales comox+27=58, a ecuaciones con la incognita a ambos lado debsigual,

como 38 +72=56x, no tienen lugar de forma inmediata. Para estasit#n es

necesario adquirir algunos elementos de la sintdgebraica, la construccion de dichos
elementos se basan en el conocimiento aritmétikotesta cierto punto, después hay

lo que ellos llaman un “corte didactico” con laxiomes aritméticas.

Van Amerom (2003) observa que las capacidadeszibmamiento y simbolizacion se
desarrollan de forma independiente, ya que aunquei estudio habia estudiantes que
eran capaces de escribir ecuaciones para repreggptdemas, no utilizaban estas
ecuaciones para encontrar la solucion y preferidizan métodos mas informales.
Koedinger y Nathan (2004) también detectan queektsidiantes tienen mas éxito
resolviendo problemas matematicos de algebra sanpjee resolviendo ecuaciones
matematicas equivalentes, y argumentan que estielddo a las dificultades de los
alumnos para comprender las representaciones soabde relaciones cuantitativas.

De hecho solamente un 5% de los estudiantes teaduo$s problemas en forma de
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ecuacion. Segun los autores “el lenguaje simboted algebra presenta nuevas
demandas que no son comunes en inglés o en lagpaspédriencia de los alumnos con

el lenguaje simbdlico aritmético” (p. 149).

2.5.2 Investigaciones relacionadas con errores y dificlds al trabajar con el

simbolismo algebraico

En la revision que hace Kieran (2007) de las ingasiones sobre la didactica del

algebra, también recoge investigaciones relacianada los tipos de errores que los
estudiantes cometen en actividades de transformal@déexpresiones algebraicas. Por
ejemplo en la investigacion de Kirshner (1989) kefjae los errores cometidos no son
debidos a una ausencia de control teérico, sinaurie percepcion errénea de la
estructura de la expresién. También menciona ilgasbnes como la de Carry, Lewis

y Bernard (1980) quienes trabajan sobre los tippsedores a la hora de resolver
ecuaciones algebraicas o Sleeman (1984) que reml&alasificacion de los errores que
cometen 24 estudiantes de 14 afos de edad al fadsgnuna tarea algebraica a travées

del sistema Leeds Modelling System.

Ruano, Socas y Paralea (2008) hacen una clasdictab® los errores que cometen
alumnos de 4° de ESO y 1° de Bachillerato en tresepos especificos del lenguaje
algebraico: la sustitucion formal, la generalizacyda modelizacién. Sitian los errores
gue cometen los alumnos en relacidén con tres afgdistintos: obstaculo, ausencia de
sentido y actitudes afectivas y emocionales. Losres mas cometidos relativos a los
procesos de sustitucion formal son, en la faseudétscion: (1) no usar paréntesis
donde es necesario, suele tener su origen en kEn@asde sentido o bien en un
obstaculo, y (2) relacionado con la necesidad aesclra, generalmente tiene su origen
en un obstaculo cognitivo, también (3) la necesidadoarticularizar las expresiones
algebraicas aparece como un error que tiene seroeg la ausencia de sentido del
lenguaje algebraico; en la fase de desarrollo de ebgpresiones los errores mas
cometidos son: (1) la necesidad de clausura y l(2s@ incorrecto de la propiedad
distributiva. En el proceso de modelizacion losoess mas cometidos son: el de
particularizar, el cambio de registro incorrectolay confusion de las operaciones
multiplicacion y potencia, todos ellos suelen tesieorigen en una ausencia de sentido
del lenguaje algebraico. Como conclusion cabe dastue los errores mas cometidos

de forma general son la necesidad de clausuraartecylarizaciéon de expresiones, el
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uso incorrecto del paréntesis y la confusién daddtiplicacion y la potencia. Por otro

lado la mayoria de los errores tienen su origemnenausencia de sentido.

Cerdan (2010) es otro de los autores que ha censtaadtencion en los errores que los
cometen los estudiantes cometen; en su caso amadizarocesos de traduccion del
sistema de representacion verbal al simbdlico adget El estudio al que aqui
aludimos se centra en el analisis de las igualdadesrrectas producidas por
estudiantes de BUP en dicho proceso. Propone atogatde errores que se divide en
tres categorias: errores en el uso de las letnages en la construccion de expresiones
algebraicas y errores en la construccion de lddgda En las producciones persistentes
de los problemas estudiados se diagnosticaronidagestes errores: (a) de polisemia:
una cantidad es designada con mas de una letréetumae utiliza para designar a mas
de un nimero o una cantidad, o una letra se upbza designar otra cantidad diferente
de la que le fue expresamente atribuida a tablit€b) de operacién: la relaciéon entre
dos 0 mas cantidades se expresa con otra opeudif@dente a las que las relaciona; (c)
de inversion: la relacion entre dos o mas cantisladeexpresa con la operacion inversa
a la que las relaciona; (d) de igualdad: las cadtd referidas por las expresiones de un

lado y otro de la igualdad son diferentes; (e)rtderariedad: resto de casos.

Rodriguez-Domingo, Molina, Cafiadas y Castro (20&%an a cabo una investigacion,
en la que analizan y clasifican los errores emjlasincurren estudiantes de 4° de E.S.O.
al realizar traducciones del sistema de represéntaimbolico y verbal, en ambos
sentidos, mediante la cumplimentacién de un dondlyibraico disefiado para la
investigacion. Los errores cometidos se clasificam tres categorias con sus
correspondientes subcategorias: I. Segun la comupletel enunciado; Il. Derivados de
la aritmética; Ill. Derivados de las caracteridigaopias del lenguaje algebraico. Al
transformar enunciados del sistema de representaaidbodlica a verbal: dentro de la
categoria Il los estudiantes incurren en errorégdds al mal uso de la interpretacion de
la operacion potencia y producto, dentro de lagmate Il los estudiantes incurren en
errores debidos a la generalizacion y errores dahlas. En cuanto a la traduccion de
enunciados del sistema representacion verbal dddico, destacan los errores dentro
de la categoria Ill, debidos a la particularizac&m un solo enunciado, errores
relacionados con variables y errores de complicaesiructural. Finalmente observan
que el 75% de los errores analizados corresporadias traducciones del sistema de

representacion verbal al simbdlico.
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En un trabajo de reflexibn sobre estudios previBGastro (2012) atiende a las
dificultades en el aprendizaje del algebra esdatacuales clasifica en aquellas que son
intrinsecas al objeto, otras que son inherentgsra@io sujeto, y aquellas que son
consecuencia de las técnicas de ensefianza. Seguauésra, en relacion al algebra
como generalizacién de la aritmética muchos detoses que se producen al trabajar
el algebra escolar se justifican, bien desde ka @ conocimiento de los estudiantes
sobre el mismo asunto en aritmética, o bien poejw®nocimiento aritmético supone

un obstaculo para el algebraico.

3. INVENCION DE PROBLEMAS

La invencion de problemas es una actividad utibzpdr diversos investigadores en el
ambito de la educacion matemética, que ha tomaedduen los ultimos afios. Sin
embargo, segun sefialan Singer et al. (2013), ntbate de una herramienta nueva,
Socrates (469 a. C. — 399 a. C) estableciéo un roetbdiente de aprendizaje, a través
de un dialogo continuo basado en inventar y resgopdeguntas para estimular el
pensamiento critico y clarificar ideas. Lo que sing&s reciente es el conocimiento de
los efectos positivos que proporcionan la inclusiénesta herramienta en las aulas de
matematicas (Singer et al., 2013). Estos autorigsla® que en los ultimos 25 afos ha
ido aumentando el interés en este campo y se lamadh a cabo diversas

investigaciones con diferentes propdsitos.

3.1Bondades de la invencion de problemas

Las ventajas que se le reconocen a la invencidprdelemas en el campo de la
didactica de la matematica han sido sefaladas grasvinvestigadores, entre ellos la
profesora Castro, de cuyo trabajo extraemos lasiesites seis bondades que se le

reconocen a esta actividad:

- Una ventaja hace referencia al incremento del domento matematico de los
estudiantes, ya que para inventar un problema dliduo tiene que relacionar
conceptos que ha ido adquiriendo a lo largo deapaesducativa, y ademas se llevan
a cabo una serie de tareas propias del aprendizaje.

- La segunda ventaja hace referencia a la motivacion.

- La tercera ventaja esta relacionada con la ansiggecd algunos estudiantes produce

su relacion con las matematicas. Las investigasioralizadas argumentan que el
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trabajo en invenciébn de problemas reduce el mied@rgocupacién por las
matematicas que en muchos casos padecen los alumnos

- Otra ventaja hace alusion a que se disminuyenrfoses matematicos habituales que
los estudiantes cometen, ya que esta actuacioncen@l alumno a elegir la
informacion que ha de utilizar en la resolucion plelblema y a seleccionar los datos
con los que ha de operar, haciendo que los emresefutivos disminuyan.

- La quinta ventaja alude a la creatividad, ya queentar problemas ayuda
positivamente al desarrollo de la creatividad.

- Una sexta ventaja esta relacionada con la tardaagl@a del profesorado, se refiere a
la posibilidad de utilizar la invencién de problem@ara evaluar ciertas capacidades
matematicas de los estudiantes. Permite evaludosesstudiantes, su conocimiento,

su forma de razonar y su desarrollo conceptual.

La sexta virtud que tiene la tarea de invencidonpdeblemas es la que nosotras
utilizamos en el presente trabajo. Consideramos pgua inventar un problema los
estudiantes tienen que utilizar el conocimiento ugtltp y relacionar diferentes
conceptos. Por otro lado es una tarea con la questnidiantes no estan acostumbrados
a trabajar, por lo que nos puede proporcionar méamion sobre el significado que

realmente dan al simbolismo algebraico.

3.2Investigaciones sobre la invencion de problemas

Los trabajos dedicados a la invencion de probletieaien diferentes propositos y se
han llevado a cabo con sujetos de diferentes ed&dggin argumentan Singer et al.
(2013) dentro de la investigacién en educacién matiea es un campo diverso al que

le falta definicion y estructura.

Ademas de centrarse en las diferentes bondadesegigereconocen a la invencion de
problemas la investigacion en esta tematica, s&jdger et al. (2013) ha atendido a

otras cuestiones tales como:

- Cuando deben tener lugar las sesiones de invedeipnoblemas y como han de ser.

- Definir las caracteristicas de la invencion de [molas, identificando varias
subcategorias de esta tarea y posibles relacion@germlependencias entre la
invencion y la resolucion de problemas (Singereridn, Cai y Leung, 2011;
Stoyanova y Ellerton, 1996).
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- Identificar diferentes formas de generar nuevoblproas (Silver, Mamona-Downs,
Leung y Kenney, 1996).

- La influencia de la ensefianza en esta actividadti€den evidencias de que un
entrenamiento sistematico, centrado en la modificacle problemas a través de
varios sistemas de representacion, y la adiciorxaugion de algunos elementos
diferentes al problema inicial, junto con la congeédn entre los problemas
resultantes, con el objetivo de encontrar difer@ngisimilitudes entre ellos, asi como
el analisis de problemas incompletos o redundaptesje aumentar el conocimiento
de los alumnos de la consistencia y el significdddos problemas (Singer, 2007,
2010).

3.3Clases de problemas

La expresion “problema” presenta varias acepciengss diccionarios y son varios los
investigadores (e.g. Moliner, 1996; Seco, André&aynos, 1999) que han intentado dar
una definicion precisa de la mism&i nos centramos en problema matematico, en la
literatura encontramos varias definiciones dadasliferentes autores, entre ellos Polya
(1962), o Schoenfeld (1985). Nosotras nos acogenascepcion adoptada por Ayllon
(2012): se tiene un problema cuando existe unaddio en la que es necesario superar

un obstaculo para lograr una meta.

En el contexto de esta investigacion nos interasgefinicion de problema algebraico

(en el contexto del algebra escolar). Sin embaegird de la investigacion en didactica
de la matematica, no es clara la distincion entoblpmas aritméticos y algebraicos.
Segun se pone de manifiesto en Martinez (2011)abéyres como Cerdan (2008) y
Palarea y Socas (1995) que plantean que la difereshepende de la forma de

resolucion, y por tanto es dependiente del sujdertinez considera en su trabajo el
planteamiento desarrollado por Cerdan (2008) galkaja en torno a la Familia de

Problemas Aritmético-Algebraico (FPAA), la que entle como el grupo formado por

problemas del ambito escolar que podrian resolybrse utilizando varias operaciones
aritméticas elementales, bien mediante el plantatmiy resolucion de ecuaciones.
Dentro de un problema algebraico existen diferenpes de cantidades, unas son los
datos o cantidades conocidas y otras las incognmitasitidades desconocidas.

! En Ayllén (2012) se recogen algunas de ellas.
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3.4Formas de inventar un problema

Adoptando las palabras de Koichu y Kontorovich @0dos referimos a la invencion
de un problema matematico como el proceso mediahteual los estudiantes
construyen interpretaciones personales de situegioconcretas, y las formulan como

problemas matematicos con significado.

Por formas de inventar un problema, entendemodifientes situaciones ante las que
se puede enfrentar un estudiante cuando se lecpldmttarea de inventar problemas.
Varios autores aportan clasificaciones al respé&tastro (2011) recoge la clasificacion
de Silver (1994) y Stoyanova (2000), que esta i@hacla con la informacion que se le

da al estudiante cuando se le propone la tarehalziasificacion es la siguiente:

a) situacion libre, solamente se requiere que el esttelproponga problemas;

b) que proponga un problema que responda a una résplaeis,;

C) que se proponga un problema a partir de una ¢rgaamacion proporcionada;

d) proponer problemas teniendo en cuenta una situdeida,;

e) inventar problemas que se puedan resolver conlanla@ado.

La tarea que se proponemos a los estudiantes straestudio se corresponde con la
e), en la que nosotros plantemos a los estudiangegcuacion o sistemas de ecuaciones
y ellos tienen que inventar un problema, cuya tesoh requiera del planteamiento de

dicha ecuacion o sistema de ecuaciones.

3.4 Antecedentes

En este trabajo la invencién de problemas nos peipta una herramienta para indagar
en el significado que los estudiantes dan al sirsimal algebraico. Por tanto nos hemos
interesado por los estudios previos sobre invendgproblemas que atienden bien a su

utilidad para evaluar o0 a su uso en relacion caldactica del algebra.

3.4.1 Investigaciones que utilizan la invencion de protde para evaluar

Son variadas las investigaciones que utilizan featale invencion de problemas para
indagar en el conocimiento o habilidades de estbelsade diferentes niveles. Cobo,
Fernandez y Rico (1986) presentan un trabajo destigacion con alumnos de
educacién primaria en el que la invencion de probkese utilizaba para evaluar el uso
qgue los alumnos hacen de los numeros, el signdictdbuido a los mismos y las

relaciones que se establecen entre ellos, ya s¢f@ defuera de las operaciones.
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Céazares, Castro y Rico (1998) a partir de situasosemiestructuradas de compra-
venta, analizan las producciones de un grupo derala de todos los cursos de
primaria y establecen cuatro niveles de desarrelolutivo de la competencia

aritmética de los estudiantes, segun es manifestadal proceso de invencion de

problemas aritméticos.

Ayllon (2012) lleva a cabo una investigacién englze indaga en los procesos de
pensamiento aritmético que presentan alumnos ddifesentes cursos de Educacion
Primaria cuando inventan problemas en una situas&miestructurada. Estudia la
concepcion de problema y la utilizad de los prolaende los estudiantes, asi como
también analiza el tipo de enunciados que propderdeendo a la coherencia, la

estructura operatoria y el nimero de etapas.

También se han llevado a cabo trabajos en esta tioie profesores en formacion. A
modo de ejemplo citamos dos. Lin (2004) presentastadio realizado con profesores
de aula inmersos en un proyecto entre cuyos obfetse encuentra realizar una
evaluacion integral de la instruccion. La particida en el proyecto obliga a los

profesores a generar tareas matematicas que inclayastimular a los estudiantes a
hacer conexiones entre ideas matematicas; b) prematta cualidad en la invencién de

problemas, la justificacién y formas de pensamienjogenerar tareas creativas que
unan procesos y conceptos matematicos; y d) getageas para evaluar qué y como los

estudiantes aprenden.

Harel, Koichu y Manester (2006) tratan de cararderia forma de pensar de 24
profesores de algebra de educacion secundaria cames, a la hora de inventar
problemas, a partir de la siguiente tarea a rgabzalmente: “Inventa un problema
verbal cuya solucién sea la realizacion de la ap@na4/5 dividido entre 2/3".
Distinguen dos formas de pensamiento: coordina@adm en algin momento de la
entrevista el profesor considera los nime#tBy 2/3como medidas de cantidades, y
las cantidades son consideradas como argumentasaeoperacion aritmética, y
descoordinada si utilizan puntos de referenciay gsiiere decir que el profesor en
cuestion considera un determinado conocimiento ceerdadero y lo utiliza como
ancla para la planificacion o seguimiento de lagaComo conclusiones obtienen que
mas del 60% de los profesores participantes estedli® fueron capaces de formular un

problema matematico que tuviera respuesta, miegtrasolamente el 20% inventaron
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problemas “exitosos” segun los criterios que eflswblecen para dicha consideracién.
Los investigadores sugieren que el obstaculo deamaprender el significado de la

division de fracciones lleva a formular problemasabordinados.

3.4.2 Investigaciones sobre didactica del algebra quézari la invencion de

problemas

Algunos trabajos consultados utilizan la invencid® problemas para indagar en
aspectos de la ensefianza y el aprendizaje delralgsbolar o universitaria. En Cai y
Hwang (2002) comparan las habilidades que tientrdiesmtes chinos y americanos de
sexto grado en tareas tanto de resolver probleroa® ae inventarlos, utilizando

problemas de patrones y generalizacion, asi comeléion entre la resolucion e

invencién de dichos problemas. En cuanto a la iciéende problemas observan que los
estudiantes chinos, que utilizan estrategias altagg representacion simbdlica, tienen
mayor éxito que los americanos que utilizan egiraseconcretas y representaciones
pictoricas. El estudio revela diferentes relacioeese la invencion y la resolucién de

problemas, siendo éstas mas estrechas en el céasoatgudiantes chinos.

Por su parte Akkan, Cakigln y Unal (2009) sefialan que estudiantes de 12 afibs

tienen menos éxito en inventar problemas sobrecemues que en resolverlos, ademas
mencionan que los estudiantes son mejores en mvpriablemas que corresponden a
ecuaciones aritméticas que en inventar problemas auiresponden a ecuaciones

algebraicas.

Otros autores como Kojima, Miwa y Matsui (2009)izdin la invencion de problemas
algebraicos para promover el aprendizaje, en este anplementando un sistema
mediante un programa informatico que hace que lomrs aprendan mediante
imitacion. Los estudiantes han de inventar unaedad de problemas, que se resuelven
con una ecuacion de primer grado a partir de umme dado y en el que se van
alterando diferentes caracteristicas. Los autorakian los problemas inventados por
los alumnos mediante la identificacion de categoeia funcion de las similitudes en
cuanto a la situacion y a la solucion entre el pjerdado y el problema inventado. El
objetivo de un futuro estudio es analizar la efed#éid del método de ensefianza.

En el contexto universitario encontramos el trabdgo Brody y Rosenfield (1996)
quienes indagan en las dificultades que tieneestsdiantes cuando entran en contacto

con el &lgebra lineal y abstracta en los primewgsas de universidad y proponen un
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nuevo método para trabajar esta parte de las matasa través de problemas abiertos
o exploracion libre de situaciones de problemata®és de la invencion de problemas
introducen nociones como dependencia e indeperadatedi conjunto de objetos y

relaciones; bases, base canonica o dimensioncesty dualidad.

3.4.3 Investigaciones que utilizan la invencién de protde para evaluar el

conocimiento algebraico

A pesar de que la invencion de problemas es un tgmda ido ganando interés en los
ultimos 25 afios en el campo de la investigacibnedocacion matemética, los
propoésitos de la utilizacion de dicha herramierta suy variados y existen aun
escasos estudios que atiendan a esta tematicaon€ret solo hemos encontrado un
trabajo que utilice la invencién de problemas cohmsramienta de evaluacién de
conocimiento algebraico. Isik y Kar (2012) analidas dificultades que manifiestan
profesores en formacion cuando inventan problerobsesecuaciones de primer grado
con una incognita y sistemas de ecuaciones de prgra@lo con dos incognitas.
Distinguen siete tipos de dificultades las cualetare relacionadas el lenguaje, el
realismo del problema y con la falta de relaciétreetas ecuaciones de los sistemas.
Para las ecuaciones de primer grado las difictadentificadas son: traduccion
incorrecta de la notacion matematica (D1); asigmaae valores no realistas a las
incognitas de los problemas inventados (D2); cardbita estructura de la ecuacion en
el problema inventado (D3); uso de simbolismo algeb en el enunciado del
problema (D4) y fallo al establecer una relaciérntggptodo (D5). Para los sistemas de
ecuaciones identifican las dificultades D1, D2 y, Dfras dos: inventan problemas
separados para cada una de las ecuaciones quenfa@insmstema (D6) y fallo al
establecer una relacion entre las variables (D7).
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CAPITULO 3: METODOLOGIA

Este capitulo se divide en tres apartados, en s @practerizamos el tipo de
investigacion desarrollada, describimos los sujgbasticipantes en el estudio y
detallamos el disefio de los instrumentos a pagtiod cuales recogemos los datos con

el fin de dar respuesta a los objetivos de invast@n de este trabajo.

1. TIPO DE INVESTIGACION REALIZADA

Esta investigacion es de naturaleza exploratodasgriptiva ya que se dispone de poca
informacion procedente de estudios previos enidamon la capacidad de estudiantes
de Educacion Secundaria de dotar de significadorddolismo algebraico a través de la
invencion de problemas. Se persigue indagar enrelaimiento que han adquirido los
alumnos sobre el simbolismo algebraico al fin desti@pa de Educacion Secundaria
Obligatoria. En general se pretende recopilar méwidén preliminar que sirva de
fundamentacién para el disefio y desarrollo de owestigacion posterior mas amplia

dirigida a la realizacion de una tesis doctoral.

Se trata de una investigacion transversal porgiase en un momento determinado en
el que se recoge informacién de un grupo de sujémsnvestigacion es de caracter
cualitativo y cuantitativo de acuerdo con los difet de investigacion planteados en la

misma y con los datos recogidos.

2. SUJETOS DE ESTUDIO

La poblacion considerada para realizar la invesiiigala constituyen estudiantes de 4°
curso de ESO matriculados en la materia de mateasabpcion A.

Se consider6 una muestra de 20 alumnos inscrite$ @mrso académico 2012-2013 en
el Instituto de Ensefianza Secundaria Algazul deuBtag de Mar (Almeria), centro en
el que trabajé durante el curso 2011-2012 comceporh de mateméticas la alumna de

master que presenta este trabajo. El centro ti@nesvgrupos para cada curso de ESO.

La seleccion de los estudiantes fue intencionandiendo a la disponibilidad del

centro. Todos los estudiantes forman parte del migrapo de clase. Para referirnos a
los sujetos protegiendo su identidad, usaremoshatecion compuesta por la letra A 'y
un nimero que se ha asignado aleatoriamente awsadlale los alumnos; asi hay

estudiantes numerados desde Al hasta A20.
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El poder adquisitivo de los habitantes de la zamald se encuentra el centro educativo
es de nivel bajo, y las condiciones socio-cultwabmbién. Todo ello condiciona la

situacion escolar de este alumnado. Al menos ailectos estudiantes con los que se
lleva a cabo la investigacion pertenecen a hogdessstructurados y con problemas

econdmicos. La asistencia a clase de los estudiasteegular salvo en dos de ellos.

En cuanto al rendimiento en la asignatura de mateasael nivel del grupo es
heterogéneo, pudiendo calificarlo de medio. Trewdisntes tienen la asignatura
pendiente del curso anterior y una gran parte slallannos proceden de agrupamientos
flexibles bajos, por lo que aun teniendo la asigr@asprobada del curso anterior parten
de un nivel bastante inferior. Les presenta espéifieultad la resolucién de problemas

y el pensamiento ldgico.

Respecto a su conocimiento previo, desde el proueso de la Educacion Secundaria
han trabajado con ecuaciones, comenzando por eoeacde primer grado con una
incognita y problemas relacionados, posteriormesteaciones de segundo grado,
sistemas de ecuaciones lineales y no lineales oenmtognitas y problemas con los
mismos. En el curso académico 2012 — 2013 habianlwido su trabajo en estos

contenidos cuando se realiz6 la recogida de datos.

3. DISENO DEL INSTRUMENTO

Los instrumentos utilizados para la recogida desdabn un cuestionario escrito (ver
Anexo 1) y una puesta en comun, grabada en audidospaposterior transcripcion (ver
Anexo 3) y analisis. Con el disefio de ambos instntos, su aplicaciéon y el posterior
analisis de los datos obtenido, pretendemos alcdmgabjetivos de esta investigacion

planteados en el primer capitulo (ver relacion ebld 1).
Tabla 1

Distribucion de objetivos de investigacion e instentos de evaluacion

Objetivo de investigacion

Instrumento de evaluacion o1 02 03 04
Cuestionario
Parte 1 X X X X
Parte 2 X
Puesta en comun X X
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3.1. Cuestionario

A continuacion describimos y justificamos el diseflel cuestionario utilizado,
detallando las variables de tarea consideradas ynkadificaciones realizadas en su
disefio inicial a partir de una prueba piloto read& con estudiantes de 3° de E.S.O. Por

altimo detallamos el modo en que fue implementadel aula.

3.1.1. Disefo del cuestionario

El cuestionario elaborado se divide en dos paEesla primera parte se pide a los
estudiantes que inventen problemas en cuya reéolupuedan utilizarse ciertas
ecuaciones o sistemas de ecuaciones dados. Taharié&te sefialar si, en cada caso, les
resulta, facil, regular o dificil inventarse el pkema.

En total se les proponen cinco ecuaciones y désnsés de ecuaciones (ver Tabla 2).
Incluimos tanto ecuaciones con una incognita, dengary segundo grado, como
sistemas de ecuaciones con dos incognitas, lingales lineales. Estas expresiones
aparecen dentro de los contenidos que se reflaparel ecurriculo de Educacion
Secundaria y habian han sido previamente trabajaoiobbs alumnos a los que se les

aplica el cuestionario.

Todos los niumeros con los que se trabaja son néreateros, tanto los coeficientes de
las incdgnitas, como los términos independienties goluciones de las ecuaciones. Asi
mismo si los alumnos resolviesen las ecuacionesndbiin siempre nameros enteros.
De este modo queremos reducir la limitacion queetolucion pueda ejercer en el

contexto del problema a inventar. El resto de Wéggmde tarea consideradas son:

* Numero de incognitas: Incluimos cinco ecuaciones gpa incognita y dos
sistemas de ecuaciones con dos incégnitas, untodelineal y otro no lineal.
Todos ellos tienen una Unica solucion para cadadenks incognitas, puesto
qgue no se han trabajado en clase ecuaciones ynastge ecuaciones con mas
de una solucion para cada una de las incognitas.

* Numero de miembros con incégnita: Los sistemascdaaones tienen ambas
incégnitas a un unico lado del signo igual, cuatoaciones tienen la incégnita
a un solo lado de la igualdad, y una ecuaciénelaetia ambos lados del signo
igual. ElI hecho de contemplar esta variable a lea hde seleccionar las
ecuaciones se debe a que en estudios previoy (K, 2012) se destaca como

un elemento que condiciona la dificultad de ladate inventar problemas.
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Posicion de la incognita: En tres de las ecuaciendas que la incognita esta a
un solo lado de la ecuacion, ésta se encuentrderégha del signo igual, en las
tres restantes, se encuentra a la izquierda.

Coeficiente de la incégnita: En cuatro ecuacionsgtiemas de ecuaciones, las
incognitas tienen coeficiente igual a uno y en tlesellos diferente a uno.
Hemos tenido en cuenta esta variable debido a qués libros de texto
revisados encontramos variacion en el coeficieatasl incognitas.

Operacion de la incégnita: Consideramos las opamasi de incognitas entre si,
y las de las mismas con los términos independieBtesuatro de las ecuaciones
y sistemas de ecuaciones esta operacion es suessag en las tres restantes se

presenta ademas la operacién multiplicacion.

En la tabla 2 presentamos las ecuaciones y sist&l@ascuaciones considerados

caracterizados en funcion de las variables de taredos diferencian.
Tabla 2

Asignacion de variables a las ecuaciones

Variable de tarea

N° de N° Coeficiente Operacion de Posicion
incoégnitasmiembros  de la la incognita de la
con incognita incognita
y incognita
N° Ecuacion
1 8=x+6 1 1 1 Suma Derecha
2 2x-1=9 1 1 #1 Suma lzquierda
3 X +10=6X 1 2 #1 Suma Ambos
lados
4 16= x> 1 1 1 Multiplicacion ~ Derecha
5 5x+3y= 69 2 1 #1 Suma Izquierda
X+y=15
6 X+y=7 2 1 1 Multiplicacion  lzquierda
xy =10
7 20=x(x+1) 1 1 1 Multiplicacion ~ Derecha

28



Elena Fernandez Millan Dpto. Didactica de la Matematica. UGR

En lo que respecta al orden de presentacion decleeciones y sistemas hemos tenido
en cuenta las siguientes consideraciones. Se paestt cual suelen aparecer en los
libros de texto: ecuaciones de primer grado conimo@gnita, ecuaciones de segundo
grado con una incognita, sistemas de ecuacionealdéis de dos ecuaciones con dos
incognitas y sistemas de ecuaciones no linealetodescuaciones con dos incognitas.
Dentro de las ecuaciones de primer grado, el orelenel que nosotros hemos

considerado de mas facil a mas dificil.

La ecuacion numero 7, a pesar de ser de segundo,desahemos situado al final del
cuestionario, por dos motivos. En primer lugar, laolongitud del cuestionario, como
pretendemos que los alumnos traten de inventalgmals tanto con ecuaciones como
con sistemas de ecuaciones, si no les da tiempaliaarlo entero preferimos que sea
esa ecuacion la que no trabajen. En segundo Ipgeque consideramos que inventar
un problema con la ecuaciéon niumero 7, es mas coadaiy no queremos que los
estudiantes le dediqguen mucho tiempo y dejen @peastados sin trabajar, a pesar de
indicar en las instrucciones previas a la real@acgue si algun apartado les resulta

muy dificil pasen al siguiente.

En la segunda parte del cuestionario, se les alantes alumnos la siguiente pregunta:
Para resolver algunos problemas se necesitan séfoemnos y operaciones, en cambio,
para resolver otros, hay que utilizar simbolos #lgecos como la x o la y. ¢Como
tiene que ser un problema para haya que utilizanbsilos algebraicos para su

resoluciéon?

3.1.2. Estudio piloto

A partir de un primer disefio del cuestionario, quauia Unicamente la primera parte

del mismo, decidimos realizar una prueba pilotolosrsiguientes objetivos:

1. Comprobar si los alumnos eran capaces de invenablgmas para las
ecuaciones o sistemas de ecuaciones propuestos.
2. Comprobar si 60 minutos de tiempo eran suficiep@s la realizacion de la
prueba.
Para ello se aplicé la primera parte del cuestiorarl3 alumnos de 3° de ESO de un
instituto de la localidad de Granada. Estos alumpe/iamente habian recibido
formacion relativa a la resolucion de ecuacioneswt incognita, con dos incognitas y

sistemas de ecuaciones lineales, asi como probleta@sonados. No habian trabajado
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aun los sistemas de ecuaciones no lineales. Ardesesblver el cuestionario, por
iniciativa propia, la profesora de los alumnos pg€ié que indicasen el nivel de

dificultad que ellos considerasen para la invend@mrada uno de los problemas.

Las ecuaciones y sistemas de ecuaciones inclurdizsprueba piloto fueron analogos a
los de la version final salvo los que ocupan laiq@s 1, 4 y 7, que consistieron
respectivamente ex+6=8, x> =16 y x(x+1)= 20. Explicamos a continuacién el

pilotaje que dio lugar a dichos cambios.

Observaciones tras la implementacion del cuestiongifoto

Segun las respuestas de los estudiantes, las @cesacifueron consideradas
mayoritariamente faciles o de dificultad media, mias que los sistemas de ecuaciones
eran considerados dificiles. Observamos que mudddss problemas que los alumnos
consideran faciles de inventar no correspondenexuacion o sistema dado. El caso
contrario, el hecho de considerarlos dificiles y a#ecuados para la expresion dada,
también se da en alguno de los problemas. Respetdoinvencion de problemas
correcta 0 incorrectamente, para las ecuaciones4lsg obtiene una mayoria de
enunciados inventados correctos. El sistema decietugs nimero 5 es con el que mas

dificultad tienen los estudiantes a la hora denitereun problema de forma correcta.

La mayoria de los alumnos son capaces de invenatgmas para las ecuaciones o
sistemas de ecuaciones propuestos, objetivo 1 geuéba piloto. Son muy pocos los
alumnos que se dejan problemas sin inventar. Esasd del problema 7, no se han
considerado las respuestas de algunos estudiaméeson iguales entre si, pues nos

consta que la profesora les facilitd un ejemple@®wo hacerlo.

Los estudiantes trabajaron el cuestionario durangeclase ordinaria de 60 minutos, y
se observa que en su mayoria son capaces de dmd#z prueba, por lo que
consideramos que es tiempo suficiente para llevcaba el cuestionario, objetivo 2 de

la prueba piloto.

Podemos sefialar diferentes observaciones respdasopaoblemas planteados por los
alumnos, entre las que destacamos las siguier{gsios contextos no tienen sentido
aungue el problema sea resoluble con la ecuacsist@ma de ecuaciones propuesto, en
algunos problemas faltan dados o el texto no tsmido. Se observa ademas que la

mayoria de los problemas que se han considerado baenos, son poco originales y
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algunos de ellos estan mal expresados. Encontraumerosos enunciados de teoria de

nimeros.

Modificaciones realizadas al cuestionario a padel estudio piloto
A partir de las observaciones expuestas en el ajmdnterior, se decidié hacer las

siguientes modificaciones en el cuestionario:

- Incluir en cada recuadro las opciones de facilulergo dificil, para que los alumnos
indiquen el nivel de dificultad que ellos asignaa garea de inventar cada problema.

- Modificar las ecuaciones 1, 4 y 7, incluyendo unava variable de tarea, posicion de
la incognita, de tal forma que la incognita se entte a la derecha del signo igual,
ver tabla 2. El motivo del cambio es que la maydddos alumnos consideran que
inventar problemas para estas ecuaciones es fadk obtiene una mayoria de
problemas inventados correctamente, lo que nosifgemmaluir esta nueva variable, y
ver si influye en la capacidad de los estudiangedat sentido a la ecuaciéon o sistema

inventando un problema.

3.1.3. Implementacion del cuestionario en el aula

Antes de repartir el cuestionario y de que los albsncomiencen a trabajar con él, se
realiza la siguiente presentacion en la que seridesclas instrucciones para la

realizacion de la tarea y se les pide a los egstteBasu colaboracion.

Hola, soy Elena Fernandez, profesora de matematkste curso estoy realizado un
Master en Didactica de la Matematica, que consistdte otras cosas, en investigar
sobre como se ensefian y aprenden las Matematicas.

En mi caso estoy llevando a cabo una investigasaiime el aprendizaje del algebra
por alumnos de Secundaria. Por ese motivo estoydooy para pediros vuestra
colaboracion respondiendo a un cuestionario. Eneacadcuadro, os tenéis que
inventar el enunciado de un problema, el que vasomuerdis, que se pueda
resolver con el planteamiento de cada una de lasa@ones o sistemas de
ecuaciones propuestos. Ademas, tenéis que indicaruna X, si la invencion del
problema os resulta facil, regular o dificil, talgpmo se indica en cada uno de los
recuadros.

Si en alguno no sabéis qué poner podéis saltarpsiolver después cuando hayais
inventado los otros problemas.

Cuando acabéis, tenéis que responder a una ultiregumta en un folio aparte. La
pregunta es ¢como debe ser una problema, para @aenecesario para su
resolucion utilizar simbolos algebraicos como pueser la x o la y?

% Nos referimos a enunciados de teoria de nimearsiouson de un contexto puramente matematico. Por
ejemplo, para la ecuacion 2Qué numero al multiplicar por 2 y al restarle 1di& como resultado 9?
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La pregunta debéis dejarla para el final, intentatventar todos los problemas
antes.

Es importante que trabajéis individualmente y dansiio. Si tenéis cualquier duda
levantad la mano y yo iré a ayudaros.

Tenéis 50 minutos para realizar la prueba

3.2. Puesta en comin

A continuacion describimos y justificamos el diseféola puesta en comun, asi como el

modo en que fue implementada en el aula.

3.2.1. Disefio de la puesta en comun

Una vez pasado el cuestionario a los alumnos,aems las respuestas y se planificé la
puesta en comun, que se llevaria a cabo el digestgu Con la misma esperadbamos
obtener informacién complementaria a la del cunatio. Es este apartado presentamos
y justificamos los problemas inventados por losmalaos que seleccionamos para
comentar en la puesta en comun, asi como las peegarmlantear a los estudiantes. Los

problemas se presentan tal y como los escribi@®alumnos en el cuestionario

Seleccionamos problemas inventados en aquellasienea que causaron mayores
dificultades a los estudiantes y en los que hubgomdiversidad de respuestas, ya que
consideramos que son los que nos podian proporcio@gor informacion. Para
trabajar en la puesta en comun, a partir de umnloggnalisis de las respuestas, elegimos
una ecuaciéon de primer grado, otra de segundosystema de ecuaciones: en concreto,
la ecuacion numero 3, de primer grado, la niUmede4egundo grado, y el sistema de

ecuaciones numero 5.

Seleccionamos algunas de las invenciones de losnak cinco como maximo para
cada ecuacion o sistema de ecuaciones, incluyenatbbemas incorrectos (en el sentido
de que no correspondian a la ecuacién o sistem@ gathmbién alguno correcto o
incompleto. Descartamos los problemas de teoriaideeros y aquellos que no tienen

sentido, es decir, con los que no es posible @ani@a ecuacion para su resolucion.

Para cada uno de los problemas propuestos seigiahécer preguntas generales tales
como ¢se corresponde este problema con la ecuaci@istema de ecuaciones
planteado?, ¢qué quiere decir que aparezca ungnite,0X 0 y, en una ecuacion? o
¢,como se podria corregir el problema para quersesponda con la ecuacion o sistema

de ecuaciones planteado?, antes de indagar ent@spEspecificos con preguntas
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adicionales. La planificacion de la puesta en comgiitada una de las ecuaciones y el

sistema se presenta en las figuras 1, 2 y 3.

N° | ECUACION
3 X+10=6x

PREGUNTAS INICIALES

¢, Se corresponde la resol
entre la ecuacién y el pro

se resolviese con la ecuacion propuesta?

uciéon este problema cecukcion?; ¢ Qué diferencias h
blema?; ¢ Cémo podriaefosmular el problema para qt

PROBLEMAS SELECCIONADOS

1. (A1 — 3) Tengo treg
bolsas en una tengo 1
caramelos en la otra teng
6 veces mas y en la terce

OBSERVACIONES No se puede resolve
(orincipalmente porque no establece ninguna igual
aNo se corresponde con la ecuacion plantea, noaoak)

raorrectamente los coeficientes con las incognitas.

nose. ¢Cuantos caramel
hay.

DPREGUNTAS ADICIONALES ¢ Cudl es la incognit
en el problema?; ¢ Qué relaciones hay entre la mitzd
de la ecuacién y los coeficientes?; ¢Existen
relaciones en el problema?

2. (A4 - 3) La edad de
Luis es 6 veces la edad

OBSERVACIONES No se puede resolve
dprincipalmente porque presenta dos incognitas.

Andrea méas 10. ¢Cuant
afnos tiene Luis?

DPREGUNTAS ADICIONALES ¢ Cudl es la incognit
en el problema?; ¢Cuantas incognitas hay el
ecuacion?; ¢Qué habria que cambiar en el prob
para que solamente hubiese una sola incognita?

3. (A9 — 3) Queremos
averiguar cuantos disco

OBSERVACIONES No es necesario el simbolisn
salgebraico para su resolucion.

hay en 10 cajas si en ca
caja caben 6.

IPREGUNTAS ADICIONALES ¢Qué quiere decir ¢
hecho de que aparezca una incognita en la ecuac
¢ Esta presente esa incégnita en el problema?

4. (A1l — 3) Tengo 10
conejos, y me regalan

OBSERVACIONES Mal planteado porque no estal
ela relacion entre coeficiente 6 y la incégnita.

mismo ndamero de conej
que
vecino tiene 6 conejos
ahora tenemos los mismg
¢,Cuantos conejos

a mi vecino. Si mi

PREGUNTAS ADICIONALES ;Qué relacién ha

lentre la incognita y los nimeros de la ecuaci
%
S.

e

dieron?

Figura 1 Planif

icaciéon de la puesta en comun de la ecoe®io

Aparecen esas relaciones en el problema inventado®

ay

e

dad

Para la puesta en comun de la ecuacidon niumero gedigia a los estudiantes que

durante unos minutos comenten con el compafierd B&l@ por qué los problemas

planteados no se resuelven con dicha ecuacion,sienmrmente se realizarian las

preguntas iniciales.
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4 16 = x?

PREGUNTAS INICIALES
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¢A qué conclusiones habéis llegado de por qué psbbemas no se resuelven gon
la ecuacion planteada?; ¢ Qué tipo de problemassgelven elevando x al cuadrado?

PROBLEMAS SELECCIONADOS

1: (Al — 4)Tengo 16 pelotas y las quiero en dos grupos ¢ datasgelotas esta|
formados los grupos?

2: (A4 — 4)Calcula la edad de Ana sabiendo que su hermanadériplica la edad,
teniendo la hermana 16 afios.

3: (A9 — 4)Ana tiene 16 afios. ¢ Cuantos afos tendra cuandopeses 16 afios?

4: (A1l — 4)Si en un taller hay 16 ruedas de coche, ¢para @sanbches habra

suficientes ruedas?

OBSERVACIONES Ninguno de estos problemas se resuelve con laacipe
potencia.

Figura 2 Planificacion de la puesta en comdn de la ecaatio

>

Para la puesta en comun de la ecuacion numerg@fsederia de la misma forma que

en la ecuaciéon nimero 3.

N° | ECUACION

5 5x+3y =69
x+y=15

PREGUNTAS INICIALES

¢.Se corresponde este problema con la ecuacion® dif@nencias hay entre |a
ecuacion y el problema?; ¢Como podriamos reformeilggroblema para que se

resolviese con la ecuacion propuesta?

PROBLEMAS SELECCIONADOS

1. (A3 — 5)Compramos 5 libros OBSERVACIONES La primera ecuacion se

y 3 lapices, que nos cuestanorresponde con el sistema de ecuaciones
69€. ¢Cuantos libros y lapicepropuesto, la segunda no; pregunta por cantidades

hemos comprado, si nos |& las incégnitas en la primera ecuacion son
costado 15€? precio.

2: (A9 — 5)En una clase de 60OBSERVACIONES No identifica bien las
personas, hay 5 con la camisetacognitas.

azul y 3 con la camiseta verdePREGUNTAS ADICIONALES ¢ Cudles son las

¢Cuantas personas llevararincégnitas en el problema?; ¢ Se corresponder
camiseta azul o verde si en [l#as de las ecuaciones propuestas?
clase hay sélo 15?
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3: (A8 — 5)Si tenemos 5 caja
de peras y 3 cajas de manzan
la suma de todas las frutas

69. Sabemos que sumando
caja de cada fruta, obtenem
15 frutas. ¢Cuantas peras

manzanas hay?

SOBSERVACIONES Problema incompleto, |
apgregunta deberia ser “¢ Cuantas peras y man:
ebay en cada caja?”’

a
zanas

IRREGUNTAS ADICIONALES No se planifican.
DS

y

4: (A12 — 5)En una granja hay
69 patas de gallina y 15 pata

OBSERVACIONES No
1simbolismo algebraico.

€S necesario ¢

de caballos ¢ cuantos caballos
gallinas hay en la granja?

decir que aparezcan incognitas en las ecuacio
¢ Estan presentes esas incognitas en el probler

PREGUNTAS ADICIONALES ¢Qué quierg

5: (A13 — 5)En un almaceén ha
15 pares de pafiuelos. Unos g
rojos y otros azules. Estan

rebajas y los rojos valen 5€
los azules 3.¢Cuantos pafiue
rojos hay? ¢Y cuantos azules?

yOBSERVACIONES Falta la igualdad en |
gurimera ecuacion.

"PREGUNTAS ADICIONALES ;Qué quieref
Ydecir los nimeros de en las ecuaciones? ¢
QRlaciones hay entre las incognitas y e
numeros? ¢ Estan esas relaciones en el probler

—

L Qué
S0S
ma?

Figura 3. Planificacion de

la puesta en comun del sisteenecdaciones 5

Para el caso de disponer de mas tiempo o de questodiantes no participaran en las

puestas en comun anteriores, se tendria en cugrgaubcion nimero 2 y algunos

problemas inventados por los alumnos para la midmaorma de llevar a cabo la

puesta en comun seria similar al caso de las emexB y 5.

N° | ECUACION

2 2x-1=9

PREGUNTAS INCIALES

¢ Se corresponde este problema con la ecuacion® difauencias hay entre
ecuacion y el problema?; ¢Como podriamos reformellgsroblema para que ¢

resolviese con la ecuaciéon pro

puesta?

PROBLEMAS SELECCIONADOS

1: Quiero repartir 9 caramelos

otro le doi el doble que al primero.
2: En una granja hay 9 patos. Cada pato tiene dos ataina cabeza. Si hay

patos, ¢ cuantas patas habra?
3: En un campo de cultivo ha
narcisos que de rosas.

4: El doble de la edad de Ana menos uno es igual auesldd de su hermano q
tiene 9 afos ¢ Que edad tiene Ana?

entre los alumnos del@se y a uno le doi uno y

y 9 Flores entre Narcigossas, y hay el doble @

e

35



Elena Fernandez Millan Dpto. Didactica de la Matematica. UGR

OBSERVACIONES Los problemas seleccionados presentan diferenteses, en el
caso de que los alumnos no colaborasen con laamiesgplanteadas inicialmente,|se
les haran otras similares a las propuestas paezlegiones 3y 5.

Figura 4. Planificacion de la puesta en comun para la eéoatimero 2

En el trascurso de la puesta en comdn nos intexegab participaran el mayor namero
de alumnos posible por lo que comenzariamos pidigntlintarios, y en el caso de que
siempre participaran los mismos estudiantes, ptagamos al resto con la intencion de

obtener mas diversidad de respuestas.

3.2.2. Implementacion de la puesta en comun en el aula

La puesta en comun se realiz6 un dia después de glasuestionario y fue guiada por
la investigadora con ayuda de la profesora. Antescomenzar se les dio a los
estudiantes las siguientes instrucciones:
Hoy vamos a hacer una puesta en comun de los pnalslejue inventasteis en el
cuestionario que hicisteis ayer, pero no diré losnbres de quién los hizo.
Entre todos vamos a intentar obtener conclusionespdrqué algunos de esos
problemas inventados no se corresponden con lascemes propuestas, cuales han
sido los fallos o0 qué habria que modificar en loghtemas para que se resolviesen
con las ecuaciones propuestas.
Me interesa que participéis todos, pero que no éiakd la vez, por lo que cada vez
que alguien quiera intervenir, por favor, que leiela mano. Para identificar quién
esta hablando en cada momento vuestra profesoranomsbrara antes de que
intervengais.
De los 20 estudiantes que participaron en el estddi hicieron alguna intervencion en

la puesta en comun, centrandose la mayoria detexwvénciones en 8 estudiantes. Las
preguntas que se realizaron para cada uno de ¢bdepras fueron las planificadas al
principio, aunque se afadieron otras y algunavateion adicional por parte tanto de
la profesora como de la investigadora. A continbi@e resumen las intervenciones

adicionales a las planificadas en la puesta en sgomu

En el problemarengo tres bolsas en una tengo 10 caramelos etrdatengo 6 veces

mas y en la tercera nose. ¢ Cuantos caramelossepregunto: “¢cual es la diferencia
entre el problema y la ecuacion?” y “¢ cuéantos catasnhay en cada bolsa?”. Ademas
se propuso el siguiente ejemplo “tengo una bolsacawamelos y le aflado 10, de tal
forma que tendria los mismos que si pongo 6 vexegue tenia”, para que los alumnos
dijesen si se resolvia o no con dicha ecuacion.URiono se menciond la falta de una

igualdad en el planteamiento del problema.
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En el problemd.a edad de Luis es 6 veces la edad de Andrea masCl{antos afios

tiene Luis?se pregunto por el nimero de incdgnitas que reabé& problema.

En el problema&Queremos averiguar cuantos discos hay en 10 cajas €ada caja
caben 60 se pidié a los estudiantes que reformulasenoblema si no que razonasen

sobre qué faltaba en el problema.

En el problemalengo 10 conejos, y me regalan el mismo nimer@dej@s que a mi
vecino. Si mi vecino tiene 6 conejos y ahora tesedw®mismos. ¢ Cuantos conejos me

dieron?se pregunto por cuél era la incognita.

En el problema&ompramos 5 libros y 3 lapices, que nos cuestan §8€lantos libros y
lapices hemos comprado, si nos a costado 1562 vez que los estudiantes
reformularon el problema para que se pudiese resalon la ecuacion propuesta, la

profesora preguntd por otra forma diferente dernefar el problema.

En el problem&n una clase de 69 personas, hay 5 con la cameaiay 3 con la
camiseta verde. ¢ Cuantas personas llevaran cameaido verde si en la clase hay
s6lo 15?7se pregunté a los estudiantes: “¢ podéis darlédseateste problema?”; “¢ qué
es la x y qué es la y?”; tras la intervencion dedtumnos, la profesora pregunto: “¢a
gué se refieren los coeficientes 5 y 3?” y desmll@spropuso el siguiente ejemplo de
coémo se podria plantear el problema para darlédsgeri si dijésemos x es el niumero
de personas con camiseta azul e y el nimero denaerson camiseta azul, sabiendo
qgue en una clase entre camiseta verde y azul haerEonas y sabiendo que en una
segunda clase hay cinco veces mas personas comsetanaizul y tres veces mas
personas con camiseta verde y en total son 69rBgpodria ser algo asi?”

En el problemaEn un almacén hay 15 pares de pafiuelos. Unos s@s §o otros
azules. Estan en rebajas y los rojos valen 5€ yalndes 3. ¢ Cuantos pafiuelos rojos

hay? ¢Y cuantos azulese preguntdé: “¢a qué hace referencia el 69?”

No fue necesario utilizar los problemas selecciosatbrrespondientes a la ecuacién
namero 2 dado que los estudiantes participarorvaamgnte en la puesta en comun

sobre el resto de problemas.
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CAPITULO 4: ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS

En este cuarto capitulo detallamos el modo en gueoh analizado los datos obtenidos
a partir de los dos instrumentos de recogida desddéscritos en el capitulo anterior,
para posteriormente presentar los resultados alatenyila discusion de los mismos. En
primer lugar presentamos el analisis de los dattenados por medio del cuestionario y
los resultados que se extraen del mismo. Postegidendedicamos un apartado a la
descripcion y analisis de la puesta en comun, qumiipe aportar algunos resultados
complementarios a los presentados previamentelnfiénée se incluye una discusion

global de los resultados.

1. ANALISIS DE LOS DATOS DEL CUESTIONARIO

En este apartado presentamos los criterios teredosuenta para analizar los datos
obtenidos mediante el cuestionario. En primer lugendemos al andlisis de los
enunciados inventados por los estudiantes, logsisd recogen en el anexo 2 tal cual
fueron formulados. A lo largo del trabajo los enados se presentan tal cual fueron
redactados por los estudiantes, independientemdateque contengan faltas de
ortografia. Los enunciados inventados por los aasse identifican coAX — Y, donde

X es el numero asignado a cada alumno de formaoakaeY hace referencia a la
ecuacion para la cual ha sido propuesto el enuvockssi A17 — 6 denota el enunciado
gue el estudiante A17 ha propuesto para la ecu&cion

Iniciamos el anadlisis de cada problema identificard estructura sintactica del
problema formulado por el estudiante. Para ellonpre que ha sido posible hemos
traducido el enunciado a simbolismo algebraico¢c@deendo de izquierda a derecha en
la lectura del mismo, realizando umaduccién sintacticaeen términos de MacGregor y
Stancey (1993). En otros casos hemos realizadaradaccion semanticaes decir,
mediante una comparacion estatica y global, hempsesado el significado de la
expresion a partir de la construccion de un modmgnitivo de las relaciones
matematicas descritas en el enunciado dado. Estlecaso por ejemplo del proceso de
traduccion realizado para representar la estrudini@ctica del siguiente problema:
Cada 5 dias a Marcos recibe su paga y Ana la reaibmbo de 3 dias ¢ Cuanto dinero

tendran al cabo de 69 dias? ¢y al cabo de 15 dias?

En los casos en que el problema formulado expneaagwaldad y contiene una de las

cantidades desconocidas despejada en uno de losbro® siendo esta la cantidad a
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averiguar, al escribir su estructura sinticticizatiemos un signo de interrogacion en
vez de una letra para representar dicha cantidscbdecida y no nos referiremos a la
misma como incognita. Por ejemplo representamosl@er6(10+ x =? la estructura

sintactica del siguiente problema propuesto porPehgo tres bolsas en una tengo 10
caramelos en la otra tengo 6 veces mas y en la&tamo lo se. ¢ Cuantos caramelos
hay? En particular, utilizamos este simbolo al reprémeta estructura sintactica de

problemas puramente aritméticos. Por ejemplo reptamos como(9+1)/2="? la

estructura sintactica del siguiente problema prsjgupor A18:Si tengo 9 globos y mi

madre me da uno mas pero se me explotan la mitaént¢as globos me quedan?

No consideramos en este analisis aquellos problegmaso tienen sentido, es decir,
que no pueden traducirse a un enunciado simbdlooejemplo es el problema que
propone el estudiante A12 para la ecuac1=9: En una casa hay 2 personas y
una tele y 9 muebles ¢Qué seria la tele? ¢x drgmbién descartamos aquellos
enunciados que piden directamente resolver la @ruacsistema de ecuaciones dado.
Un ejemplo es el enunciado planteado por A7 paexlgcion20= x(x+ 1): Teniendo

esta expresion 20 = x(x + 1), halla la x sabiendgeeen los dos casos es el mismo

namero, y al resolverlo nos da 20.

Para el andlisis de los enunciados formuladosgmestudiantes, a partir de un primer
analisis de los mismos y de los trabajos previassuitados, hemos definido unas
categorias que describimos a continuacion. Paedaoracion hemos tenido en cuenta
los objetivos de investigacion de este trabajo,glloratendemos a las caracteristicas de
los problemas inventados por los estudiantes gquenéemos relacionadas con el
significado atribuido al simbolismo algebraico, atejo a un lado otras, como si el
problema es real 0 no, o si aparece lenguaje sicabéh el enunciado. Registramos
algunas de otras caracteristicas como observaciadesonales relativas a cada
problema. Dado que en ningdn momento se pediastdu@dn de los problemas no

atendemos a si son 0 no resolubles.

Clasificamos las categorias en sintacticas, de &al& G, y seméanticas de la H a la J,

segun si atienden a caracteristicas sintacticamarsticas de los problemas planteados.

Cada una de las categorias presenta tres valosésgso Si, No y No Aplica (N/A). En
aguellos casos en que el estudiante no da resmeestalifican todas las categorias con

el valor de no aplica.

39



Elena Fernandez Millan Dpto. Didactica de la Matematica. UGR

Los siguientes recuadros (ver Figuras de 5 a l1d¥eptan la definicibn de cada
categoria, ejemplos de sus posibles valores yamitares relevantes para entender el

modo en que se han aplicado en el andlisis deatos d

CATEGORIA DEFINICION

A La estructura sintactica del problema, es iguallgude la

Conservacion de laecuacion o sistema de ecuaciones original.
estructura de la ecuacion| Los sistemas de ecuaciones se evaluan de formalglob
considerando de forma conjunta ambas ecuaciones.

CODIFICACION Y EJEMPLOS

SI: A17 — 2:Maria tiene x €, los invierte en una apuesta y geindoble. Al terminar la
tarde Maria se gasta 1€ en una botella de agudgratiene 9€. ¢ Cuanto dinero tenia
al empezar el diaEcuacion original y estructura sintactica del exauho: 2x—-1=9.

NO: Al4 — 1:Pablo guarda en una bolsa sus canicas, las de Mal@s de Jesus. En
total hay 16 canicas, si 8 son de Pablo y 6 soiMdea ¢ Cuantas canicas de las que
hay en la bolsa son de JesufBtructura sintactica del problema6=8+6+ x.
Ecuacion original8 = x+6.

ACLARACION EJEMPLO

La codificacibn de esta categoria |&sl — 1: Tengo 6 naranjas y necesito fresas
independiente del orden de los términgsra tener en total 8 frutas. ¢Cuantas
de la ecuacion. fresas necesitoEstructura sintactica del
problema: 6+x=8. Ecuacién original
8= x+6. Codificamos con SI.

Si el nimero de incognitas es diferente A#f — 3:La edad de Luis es 6 veces la edad
de la ecuacién o sistema de ecuacigris Andrea mas 10. ¢Cuantos afios tiene
propuesto se codifica con NO. Luis? Estructura sintactica del problema:
x =6y +10, Ecuacion originalx+10=6x.

Figura 5. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiegA
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tur
D
n la

CATEGORIA DEFINICION
B El orden de los diferentes miembros de la estrag
Conservacion del orden deintactica del problema, asi como el de los miesla
los miembros de Ilaambos lados del signo igual, es el mismo que e
ecuacion. ecuacion o sistema de ecuaciones propuesto.
Los sistemas de ecuaciones se evalian de formalglob
considerando de forma conjunta ambas ecuaciones.

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A17 — 2:Maria tiene x €, los invierte en una apuesta y gandoble. Al terminar I3
tarde Maria se gasta 1€ en una botella de agudygratiene 9€. ; Cuanto dinero teni
al empezar el diaEcuacién original y estructura sintactica del exauho: 2x—-1=9.

NO: Al — 1: Tengo 6 naranjas y neces
fresas necesitoZEstructura sintactica
8=6+X.

ito fresas para tener & &frutas. ¢ Cuanta
del problem&+ x=8. Ecuacion origina

[72)

ACLARACION

EJEMPLO

En el momento que la ecuacion
conserva la estructura de la inicial,
resulta pertinente analizar
conservacion del orden, por lo q
consideramos que esta categoria no aj
N/A.

nA3 — 3: Un numero mas 10 es igual a
neeces un nuamero. Escribe en lengu
lalgebraico  Estructura sintactica d
uenunciado:x +10 =6y . Ecuacion original

ligd10=6x.

aje

B

Esta categoria también se refiere 4
altera el orden de las ecuaciones en
sistemas de ecuaciones.

A13 — 5:En un almacén hay 15 pares
lozfiuelos. Unos son rojos y los otros azu
Estan en rebajas y los rojos valen 5€ y

azules 3. ¢ Cuantos pafiuelos rojos hay? ¢y
cuantos azulesEstructura sintactica del
sistema (incompleto) del enunciado:
x+y=15 ) .

. Sistema de ecuaciongs
5x + 3y

. 5x+3y =69
original: .
x+y=15

Figura 6. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la caitiegB
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CATEGORIA DEFINICION

C Las operaciones que se presentan entre los térhenda

Conservaciéon de lasestructura sintactica del enunciado planteado =] |
operaciones entre lggnismas que las que se presentan en la ecuaci@tems
términos de la ecuacion. | de ecuaciones original.

Los sistemas de ecuaciones se evalian de formalglob
considerando de forma conjunta ambas ecuaciones.

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A17 — 2:Maria tiene x €, los invierte en una apuesta y gaindoble. Al terminar la
tarde Maria se gasta 1€ en una botella de agudygratiene 9€. ¢ Cuanto dinero tenia
al empezar el diaEcuacién original y estructura sintactica del exauho: 2x—-1=9.

NO: A2 — 6: Me he comprado una camiseta y un pantalén y towlhe gastado ¥
euros. Si comprandome la camiseta al precio detgddn me gasto 10€. ¢ Cuanto vale

. o . X+y=7 .
el pantalon y la camisetaBstructura sintactica del enunmaci(Ojr y 10}. Sistema de
yty=

. . ﬁ+y=7
ecuaciones original: .
xy =10

ACLARACION EJEMPLO

Si en la estructura sintactica del problen#gl4 — 1: Pablo guarda en una bolsa sus
planteado el numero de términos |&mnicas, las de Maria y las de Jesus. |[En
diferente pero se conservan [astal hay 16 canicas, si 8 son de Pablo y 6
operaciones entre los que coinciden ceon de Maria ¢ Cuantas canicas de las gque
la ecuacion o sistema original, se codifidzay en la bolsa son de JesuE3tructura
con Sl. sintactica del enunciadol6=8+6+ X.
Ecuacion original8 = x+6.

Figura 7. Definicién, ejemplos y aclaraciones para la catego

% Los términos pueden ser simples o complejos, segtén formados Gnicamente por un ndmero o
simbolo o en cambio incluya productos (ejt,"3 o términos con paréntesis (€f + 2) ). A diferencia

de otros autores como Vega-Castro (2010), paranouasalisis no consideramos el signo que le peced
como parte del término.
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CATEGORIA DEFINICION

D Se establece una relacion de igualdad o equivalemtie

Presencia de igualdad. | dos expresiones o entre una expresion y una cdntida

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A8 — 3:En dos granjas se establece un mismo nimero midéanimales. En la

primera granja hay 10 animales mas del nimero noniynen la segunda hay 6 veges
mas animales de dicho nimero. ¢ Cual es ese nunianmonde animales sabiendo que

en las dos hay la misma cantidad de animatestPuctura sintactica del enunciado y
la ecuacion originalx+10=6Xx.

de

NO: A6 — 5:Cada 5 dias a Marcos recibe su paga y Ana la reaibeabo de 3 dia:
¢,Cuanto dinero tendran al cabo de 69 dias? ¢y bbate 15 diasEstructura sintactic

69, 69 y=2
= XT Y= _ _ .. 5x+3y=69
del problema es® 3 . Sistema de ecuaciones original: y .
15 X+y=15
—X+—y= ?
5 3

UJ

jey)

ACLARACION EJEMPLO

Consideramos que no hay presencia A& — 3: Tengo tres bolsas en una tengo
igualdad cuando la incégnita por la quearamelos en la otra tengo 6 veces mas
pregunta el problema queda despejadalantercera no lo se. ¢Cuantos carame

un miembro de la igualdad. El otrdvay? Estructura sintactica del problema:

miembro puede incluir o no variables. | 10+6[10+x="7. Ecuacion  original
X+10=6x

10
y en
0S

En los sistemas de ecuaciones, si hA§3 — 5:En un almacén hay 15 pares
presencia solo de una igualdad en vez plgfiuelos. Unos son rojos y los otros azu
dos, la codificaremos con NO*. Estan en rebajas y los rojos valen 5€ y

x+y=15
problema: y . Sistema de
5x+ 3y
. .. 5X+3y=69
ecuaciones original: .
Xx+y=15

azules 3. ¢Cuantos pafiuelos rojos hay? ¢y
cuantos azules?Estructura sintactica del

Figura 8. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la catiegD
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CATEGORIA DEFINICION

E En la estructura sintactica del problema apareaighma/s|

Presencia de incOgnita/s.| incognita/s no despejada/s en un miembro.

CODIFICACION Y EJEMPLOS

SI: A16 — 3:¢Cuantos afios tiene Rosa sabiendo que si le suhaerd 6 veces
mayor?Estructura sintactica del problema y ecuacionimaig X +10=6x.

NO: A9 — 7:Ana tiene 20 afios y Antonio es un afio mas peqidro de un afio la
edad de Antonio sera igual a la de AnBstructura sintactica del problema:
(20-1) +1=20+1. Ecuacion original20 = x(x +1)

ACLARACION EJEMPLO

Cuando el problema puede resolverd® — 3:Queremos averiguar cuantos disgos
directamente con una operacidhay en 10 cajas si en cada caja caben 6.
aritmética esta categoria se codifica c@ste problema se representa sintacticamente
NO. con la expresion 10[6=7?. Ecuacion
original: x+10=06X.

Figura 9. Definicion, ejemplos y aclaraciones para la ocatiegE
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CATEGORIA DEFINICION

F En la estructura sintactica de la ecuacién queetesiel

Establece una relacion g
vincula el/los coeficiente/
con la/s incognita/s.

sincognitas que aparecen en la ecuacion originaraoplo
con dichas incognitas.

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A5 — 5,David compré cinco camisetas por un precio, y suganAitor compré 3
pantalones por otro; la suma de ambos tickets lmsa69€, y la suma de una camisg
y de un pantalén eran 15€ ¢Cuanto cuesta cada premtbtructura sintactica dg

- , . .5x+3y=69
problema y sistema de ecuaciones original: :
x+y=15

NO: Al — 5,En una clase hay 69 mochilas estan repartidas egrupo extranjeros \
uno de espafoles los espafioles tienen 5 mochilesely y los extranjeros 3. L
grupos de extranjeros y espafioles son de 15 ¢ Caiambahilas hay en cada grup&n
este problema se menciona los coeficientes delnsastoriginal (5, 3, 1 y 1) pero 1

, L L - zZ+t=69
aparecen relacionados con incognitas. Estructmtactica del problema: 5}.

Xx+y=1
. . . . 5x+3y=69
Sistema de ecuaciones original: .
x+y=15

uproblema estan presentes los mismos coeficientdasd

R

e

2{a

DS

0

ACLARACION EJEMPLO

484 — 3:La edad de Luis es 6 veces la e
nie Andrea mas 10. ¢Cuantos afos fi
cbnois? Estructura sintactica del problen
fippopuesto: x = 6y +10. Ecuacion original
X+10=6X.

Si el problema inventado incluye m
incégnitas que la ecuacion o siste
original, pero las relaciones de estas
los coeficientes se conservan, se codi
con Sl.

lad
ene

Si el coeficiente aparece como térm
independiente lo codificamos como NG

Nl — 3: Tengo tres bolsas en una tengo
.caramelos en la otra tengo 6 veces mas
la tercera no lo se. ¢Cuantos carame

hay? Estructura sintactica del problem
10+6[10+x="7. Ecuacion  original
10+ x = 6X.

10
y en
0S
a:

En los sistemas de ecuaciones,
establece correctamente el vinculo de
coeficientes con las incégnitas solame
en una de las ecuaciones, la codificar
con NO*.

AB — 5: Compramos 5 libros y 3 lapice
lgge nos cuestan 69€ ¢Cuantos librog
ntgpices hemos comprado, si Nos a cost
NbSE? Estructura sintactica del problem

5x+3y =69 . :
. Sistema de ecuacion

5 Y
ado
a:

ax+by=15
. 5x+3y:69}
original: .
x+y=15

Figura 1Q Definicion, ejemplos y aclaraciones para la cartiegF
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CATEGORIA DEFINICION
G El niUmero de incognitas que aparecen en la estal
Igual namero de sintactica del problema es el mismo que el deda&on o
incégnitas. sistema de ecuaciones original.

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A16 — 5:En una clase entre niflos y nifias suman 15. Lassrléaan 5 libros cada
una y los nifios 3. El total de libros de nifios gias son 69 ¢ Cuantas nifias hay?
problema y sistema de&a&ones original

ninos? Estructura sintactica del
5x+3y =69
x+y=15 |’

NO: A4 — 3:La edad de Luis es 6 veces la edad de Andrea m&CL@ntos afios tien
Luis?Estructura sintactica del problema= 6y +10. Ecuacion originalx+10=6x.

ACLARACION

EJEMPLO

Cuando a una de las incognitas le da
valor, la consideramos como dato y ng
contabilizamos como incégnita.

A5 — 6: Sarena tiene 7€, si suma la p
tpue le dan a ella mas la de su herm
pero se queja porque su hermano rec
mas. Si multiplicamos la paga de ella ¢
la de su hermano nos da 10€ que es lo
cobra el hermano. ¢ Cuanto de paga reg

h

cada uno? Estructura sintactica dq
X+y=7
problema: xy=10 Sistema de
y=10
. .. X+ty=7
ecuaciones original: )
xy=10

R

ctu

A%

e

a
0,
ibe
on
que
ibe

2

C

Cuando la categoria F se codifica ¢
NO, esta categoria se codifica con N
Si no hay presencia de incognitas,
namero de las mismas siempre S
diferente.

ghl9 — 2:Dos gemelos tienen nueve luna
A. le quitaron uno ¢Cuantos les quedat
Blstructura  sintactica del problem
eBx-1=". Ecuacion original2x-1=9.

res
a?
a:

Cuando la codificacién es NO, al la
indicamos entre paréntesis el nimero
incégnitas que se afaden (+) o
eliminan (-).

A4 — 3:La edad de Luis es 6 veces la e
de Andrea mas 10. ¢Cuantos afios ti
de1is? Estructura sintactica del problen
X=6y+10. Ecuacion original

lad
ene
a

x+10=6x. Se codifica NO (+1).

Figura 11 Definicidn, ejemplos y aclaraciones para la catiegG
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CATEGORIA DEFINICION
H En el enunciado del problema se asigna a las intesgm
Da significado a lassignificado de un contexto no matematico.
incégnitas.

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A16 — 5:En una clase entre niflos y nifias suman 15. Lassrléaan 5 libros cada
una y los nifios 3. El total de libros de nifios gias son 69 ¢ Cuantas nifias hay?
problema y sistema deaa&ones original

ninos? Estructura sintactica del
5x+3y =69
x+y=15 |’

A%

NO: A5 — 7:Erika quiere saber porque cada dia cobra 20€ yriegpnt6 a su jefe. Su
jefe le dijo que cobraba un x por cada x y luegbraba x por cada punto extra, ¢
decir que multiplicase x por x+1. ¢ Cuanto les saleStructura sintactica del problem
20= x(x+1) . Ecuacion original20 = x (x+ 1).

2S
a:

ACLARACION

EJEMPLO

En los problemas de teoria de nume
consideramos que NO le da significad
las incognitas.

rdd — 2: ¢, Qué numero al multiplicar por 2
0z restarle 1 te da como resultado 97

y

Si en el enunciado del problema apare|
mas incognitas que en la ecuac
planteada pero les da significado,
codifica con SI.

cAd0 — 2: En un campo de cultivo hay
diores. Entre narcisos y rosas. Y hay
soble de narcisos que de roskstructura

X+y=9

del } :
2y
Ecuacion original2x-1=9.

sintactica problema:

X =

9
el

Cuando la categoria F se codifica ¢
NO, esta categoria se codifica con N
Si no hay presencia de incognitas, no

0h19-2: Dos gemelos tienen nueve lunare
Ae quitaron uno ¢Cuantos les quedar
|Estructura sintactica del problerfa-1="?

puede dar significado.

Sy
a?

Figura 12 Definicién, ejemplos y aclaraciones para la catiegH
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CATEGORIA DEFINICION
I En el enunciado del problema las operaciones adi
Da significado a lastienen significado y por tanto el problema presegana
operaciones aditivas. de las siguientes estructuras semanticas: cambid),
combinacion (CB), comparacion (CP) o igualacion) (@@

cantidades.

tiv

C

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A7 — 2:Maria tenia dos billetes, par
gasta 1€ en cuches, quedandole 9€. ¢,

a comprar un regaldeycamino a la tienda S
De cuantolesdilletes?La operacion aditiva

expresa un cambio ya que modifica la cantidadahgpiie tenia.

e

574

NO: A3 — 3:Un numero mas 10 es igual a 6 veces un numeroilesen lenguajg

algebraico.

ACLARACION

EJEMPLO

Si las dos cantidades, o0 mas, entre las
se establece la relacion aditiva no tier
las mismas unidades de tal forma que
se pueden ni unir, ni combinar,
comparar, se codifica con NO.

AR — 2 Calcula la altura de una parec
neabiendo que su doble menos la unidad
nomo resultado el cuadrado de 3

ni

da

Si la operacion aditiva tiene significa
en el enunciado propuesto por
estudiante, aunque su estructura sintag
no se corresponda con la ecuacion
sistema de ecuaciones original,
codifica con Sl.

1&10 — 2: En un campo de cultivo hay
dlores. Entre narcisos y rosas. Y hay
'tab@ble de narcisos que de rosd&sstructurag

1o . Xx+y=9
Sintactica problema: :
X =2y

del

Ecuacion original2x-1=9.

9
el

En los problemas de teoria de nimeros
los que se describe verbalmente de fo
literal lo que aparece en la ecuac
original, entendemos que no le

5 AR — 2:El doble de un nimero menos 1,
rmgaual a 9.

on

da

es

significado a la operacion.

Figura 13 Definicion, ejemplos y aclaraciones para la cattiegl
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CATEGORIA DEFINICION
J En el enunciado del problema las operacid
Da significado a lasmultiplicativas, tanto entre coeficientes e incdasicomo

entre incogn
alguna de

operaciones
multiplicativas.

producto car

proporcionalidad simple (PS),

itas, tienen significado. El problenmaspnta

las siguientes estructuras semant
comparacion (CP)
tesiano (PC).

CODIFICACION Y EJEMPLOS

Sl: A17 — 2:Maria tiene x €, los invierte
tarde Maria se gasta 1€ en una botella

en una apuesta y gah@oble. Al terminar |3

de agudyoratiene 9€. ¢ Cuanto dinero teni
al empezar el dia2a operaciéon multiplicacion tiene el significade domparacion,
Estructura sintactica del problema y ecuacion nabi2x-1=9.

NO: A20 — 3:Luis perdié su memoria en un accidente de trafyjcoecesita recupera
datos de su vida, como por ejemplo la edad queetisabe que su hermana tiene
afios mas que el, y que su edad mas la diferenctlaeé con su hermana, es igual a
de su sobrino, que son 6 afos, por los que tiemgaalEn el enunciado aparece
operacién multiplicacion pero no le da ningun digado.

ACLARACION

EJEMPLO

Si la operacion multiplicativa tien
significado en el enunciado propuesto
el estudiante, aunque su estruct
sintactica no se corresponda con
ecuacion o sistema de ecuacio
original, se codifica con SlI.

eA18 — 2:Si tengo 9 globos y mi madre 1
pda UNO Mas pero se me explotan la m
ugZuantos globos me quedarBstructurd
#ntactica del problema: 9+1)/2="2.
"€&Fuacion original: 2x-1=9. No es Id
misma pero la operacion multiplicaci
tiene el significado de comparacion.

En los problemas de teoria de nimeros
los que el estudiante propone
enunciado en el cual escribe verbalme
de forma literal lo que aparece en
ecuaciéon original, consideramos que

5 AB — 2: ¢ Qué numero al multiplicar por 2
ual restarle 1 te da como resultado 9?

nte

la

no

R

nes

icas:

=

10
a
a

tad

y

le da significado a la operacion.

Figura 14 Definicion, ejemplos y aclaraciones para la cattieg]

2. RESULTADOS DEL CUESTIONARIO

En este apartado mostramos los resultados obterddlostilizar las categorias

presentadas en el apartado anterior, para codificaproblemas inventados por los

estudiantes. En primer lugar mostramos de formapeddientemente los resultados

correspondientes a cada una de

Posteriormente atendemos de forma gl

las ecuaciones tgmass del

obal a lostades obtenidos.
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2.1Resultados por ecuacion o sistema
En este primer apartado presentamos la codificateérada una de las categorias de los

enunciados inventados por los estudiantes paraemadeion y sistema de ecuaciones
(ver Tablas de 3 a 10), asi como los resultadosspondientes.

Tabla 3
Codificacion de los problemas inventados en la egual:8 = x+6
Categoria
A B C D E F G H I J
Sl 15 0 16 17 17 16 17 14 16 0
NO 4 15 3 2 2 1 0 3 3 0
N/A 1 5 1 1 1 3 3 3 1 20

En la primera ecuacion se analizan todos salvodentos enunciados (el del alumno
Al12) por carecer de sentido. La mayoria de losdemttes, 15 de 20, son capaces de
plantear un problema cuya resolucion se correspamie la ecuacion planteada
(categoria A), aunque el orden de los miembros @pmponen la ecuacion no se
conserva en ninguno de ellos (categoria B), ya euda estructura sintactica del
problema el 8 aparece en el miembro derecho dgudad. Respecto de los cuatro
problemas que no conservan la estructura de lacécualos se resuelven directamente
con una operacion aritmética, uno afiade un térmife ecuacion y otro propone un

enunciado cuya estructura sintactica es completznugierente.

Ademas de en las 15 producciones cuya estructut@ctca coincide con la ecuacion,

en otro caso (alumno Al4), que afiade un términ@oaservan las operaciones entre
los términos de la ecuacion (categoria C). La catagD, presencia de igualdad, se
cumple en 17 de los problemas analizados: en Isgjde no hay presencia de igualdad,
All y Al19, es porque por lo que pregunta el problgmeda despejado a un lado de la
igualdad. Esos dos problemas son los Unicos queesentan incognita (categoria E) al
resolverse con una operacion aritmética. Los oifbgproblemas contienen una sola
incégnita, mismo namero que en la ecuaciéon origfpategoria G), siendo en 14 de

ellos en los que les da significado (categoridd$)3 a los que no les da significado son

de teoria de numeros.

La categoria F se cumple en 16 problemas: el ¢erfecde la incognita en la ecuacion
planteada es uno y se establece la relacién de@sfieiente con la incognita en todos
los problemas en los que se conserva la estrudiréa ecuacién asi como en el

problema del alumno Al4 que afiade un término aua@on. En todos los problemas
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inventados por los alumnos excepto en los de teleriaimeros, dan significado a las
operaciones aditivas. La estructura semantica mexzidnte es de combinacion (9

problemas), seguido de las de cambio (4 problergda$, de igualacion (3 problemas).

Tabla 4
Frecuencia de cada categoria para la ecuacio@x=1=9
Categoria
Evaluacion A B C D E F G H | J
Sl 8 8 10 12 12 12 10 9 12 13
NO 8 0 6 4 4 0 2 1 4 3
N/A 4 12 4 4 4 8 8 8 4 4

En el caso de la segunda ecuacion no se analizapréaucciones de los siguientes
alumnos correspondientes a esta ecuacion: Al pasgideincompleto y no se puede
plantear la estructura sintactica del problema, ptd&jue no tiene sentido, y Al4 y
A16 porque no han inventado ningun problema.

En 8 de los 16 problemas analizados, los alumnesntan problemas en los que su
estructura sintactica corresponde con la ecuadigpopcionada y también se conserva
el orden de los miembros de la ecuacion (categdkias B respectivamente). Se
conservan las operaciones entre los términos deuacion (categoria C), en 10 de los
problemas, aquellos en los que se conserva lacastaude la ecuacion mas dos
problemas en los que afiaden un término (alumnosy A8L3). Hay presencia de
igualdad (categoria D) en 12 problemas: en los el rqu se cumple esta categoria es
porque por lo que pregunta el problema queda dedpe un lado de la igualdad. En
los mismos 4 problemas no hay incognitas (catederi&n todos los problemas donde
hay incognitas se establece una relacion que \dniogl coeficientes con las mismas
(categoria F). En 10 de los problemas el nimeliaat@nitas es uno, al igual que en la
ecuacion original (categoria G) y en 2 problemasdlumnos afiaden una incégnita.
Solo en uno de los problemas, que es de teoriaiokenos, no se da significado a la
incégnita. En cuanto al significado de las opermaeso aditivas (categoria I) tienen
significado en 12 problemas: todos son problemasadgbio salvo 2 de combinacion.
En 13 problemas le dan significado a las operasiomatiplicativas: 10 problemas son

de comparacion y los otros 3 de proporcionalidatpka.
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Tabla 5
Frecuencia de cada categoria para la ecuacior 810=6x
Categoria
Evaluacion A B C D E F G H | J
Si 6 6 8 12 14 11 10 13 15 10
NO 11 0 9 5 3 3 4 1 2 7
N/A 3 14 3 3 3 6 6 6 3 3

No se analizan las producciones de los siguieritean®s correspondientes a esta
ecuacion: A6 y Al12 porque no tienen sentido y Abdgpe no ha inventado ningun
problema. En total se analizan 17 problemas.

En solo 6 de los problemas inventados por los atsmia estructura sintactica del

problema se corresponde con la ecuacion originahtemiéndose asi mismo el orden de
sus miembros (categorias A y B respectivamente)8 Fmoblemas se conservan las
operaciones entre los términos de la ecuaciongoeteC): 6 de los cuales presentan la
estructura sintactica de la ecuacion dada y erofias 2 se afiade una incégnita al
considerar diferentes las incégnitas que se relacieen ambos lados del signo igual.
En 12 problemas hay presencia de igualdad (cate@rilos 5 en los que no hay es
porque por lo que pregunta el problema queda dedpe un lado de la igualdad, en 2
de ellos es el resultado de una operacion aritmétitay presencia de incognita

(categoria E) en 14 problemas: en los restantegl(Byoblema se resuelve con una
operaciéon aritmética. En 11 de los problemas sbleste una relacién que vincula los
coeficientes con las incégnitas (categoria F). Brdé los problemas en los que hay
presencia de incognita, el numero de ellas es ginmique en la ecuacion propuesta
(categoria G), mientras que en 4 problemas se aifedimcognita. S6lo en un problema
de los que hay presencia de incégnitas no le défisedo a la misma (categoria H), se

trata de un problema de teoria de nimeros. En 16sdproblemas inventados le dan

significado a las operaciones aditivas (categqri&eindo 8 de ellos de cambio y 7 de
combinacion. A las operaciones multiplicativas kBn dignificado en 10 problemas

(categoria J), siendo 9 de ellos de comparaciédeydroporcionalidad simple.

Tabla 6
Frecuencia de cada categoria para la ecuacione4: x*
Categoria
Evaluacion A B C D E F G H | J
Sl 8 2 8 11 11 8 11 5 1 7
NO 9 6 9 6 6 3 0 6 0 9
N/A 3 12 3 3 3 9 9 9 19 4
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No se analizan las producciones de los siguientgan®as correspondientes a esta
ecuacion: A5 porque no tiene sentido, y A14 y Abegpe no han inventado ningun

problema.

De los 17 problemas considerados, menos de la if@)acbnservan la estructura de la
ecuacion (categoria A), de los cuales solamentngervan el orden de los miembros
de la ecuacién (categoria B). Las operaciones &mmEnos (categoria C) se conservan
en todos los problemas cuya estructura sintacbcaesponde a la ecuacion propuesta.
En 11 de los problemas hay presencia de una ighiéadegoria D): en los 6 en los que
no hay, es porque por lo que pregunta el problemeda despejado a un lado del signo
igual, y ademas se corresponden con la soluciénndeoperacion aritmética. Hay
presencia de incognitas (categoria E) en 11 prasecoincidiendo con el numero de
incégnitas de la ecuacion original (categoria G). tBdos ellos se establece una
igualdad, y en aquellos que presentan la estrustotactica de la ecuacion dada (8) se
establece una relacidén que vincula el coeficieatela incégnita (categoria F), los otros
tres enunciados no se resuelven con la operacitenga, y los estudiantes ponen
coeficientes diferentes a uno, utilizando expressomales como “el doble” o “el
cuadruplo”. De los problemas en los que hay indégries dan significado a 5 de ellos
(categoria H), el resto son problemas de teorianweeros. Solo en uno de los
problemas se da significado a una operacion adiéifiadida dado que en la estructura
sintactica dada no aparece este tipo de operacidn)esponde a un problema de
cambio. En 7 de los problemas dan significado adpsraciones multiplicativas
(categoria J): 4 son del tipo comparacion y 3 aggncionalidad simple; ninguno de

estos problemas conserva la estructura de la @cuenicial.

Tabla 7
. . _,5x+3y= 69}
Frecuencia de cada categoria para la ecuacion 5:
X+y=15
Categoria
Evaluacion A B C D E F G H | J
Si 7 4 10 11 14 9 9 14 14 11
NO 8 3 5 4 1 5 5 0 1 4
N/A 5 13 5 5 5 6 6 6 5 5

Los alumnos Al4, Al15, A17, A19 y A20 no inventamllema para este sistema de

ecuaciones.
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Se conserva la estructura del sistema de ecuacigasésgoria A) en 7 de los 15
problemas considerados, de los cuales en 3 setmeleorden de las dos ecuaciones del
sistema (categoria B). Las operaciones entre togrnés se conservan en 10 problemas
(categoria C): 7 de los problemas tienen la misstrai@ura sintactica que el sistema de
ecuaciones original, en cuanto a los otros tresd@n de ellos hay un cambio de
incognita (A1l y A18) y en otro un cambio de coefite (A3). En 11 problemas
establecen dos igualdades (categoria D) y en Blesém igualdad solo para una de las
ecuaciones. Hay presencia de incognitas en todoprtiblemas analizados menos en
uno (categoria E), y en 9 problemas se estableee relacion que vincula los
coeficientes con esas incognitas (categoria F)loBes en los que no se cumple la
categoria F: en 3 de ellos solamente en una delegiones del sistema se vinculan los
coeficientes con las incognitas de forma corre&. 9 problemas el numero de
incégnitas en la estructura sintactica del problemal mismo que en el sistema de
ecuaciones planteado (categoria G). Respecto selsgestantes, en 3 se afladen dos
incégnitas, en 1 se aflade una incognita y en lupense una incégnita. Se da
significado a las incognitas en todos los probleeragos que hay presencia de ellas
(categoria H). Les dan significado a las operac@uitivas en 14 problemas (categoria
), todos ellos son de combinacion. En cuanto ghiicado de las operaciones
multiplicativas (categoria J), les dan significatoll problemas: salvo un problema de

comparacion los demas son de proporcionalidad simpl

Tabla 8
) , L Xty=7
Frecuencia de cada categoria para la ecuacion 6:
xy =10
Categoria
Evaluacion A B C D E F G H | J
SI 6 6 8 11 12 12 8 10 9 0
NO 6 0 4 1 0 0 4 2 3 12

N/A 8 12 8 8 8 8 8 8 8 8
No se analizan las producciones de los siguientegan@s correspondientes a este

sistema de ecuaciones: A9, A12 y A19 porque neetiegentido y Al4, Al15, A17, A18

y A20 porgue no han inventado ningun problema.

La estructura sintactica de los problemas planteada@orresponde con la estructura del
sistema de ecuaciones original en la mitad derolslgmas considerados (categoria A),
y en todos ellos se mantiene el orden tanto dedaaciones como de los miembros de

las mismas (categoria B). Las operaciones entretdominos se conservan en 8

54



Elena Fernandez Millan Dpto. Didactica de la Matematica. UGR

problemas (categoria C): 6 de ellos son aquelloga cesstructura sintactica se
corresponde con el sistema de ecuaciones originalno de los otros dos una incognita
la pone como dato y en otro afiaden una incogndg. glesencia de igualdad en todos
salvo uno de los problemas (categoria D), en @ ptoblema solo se incluye una
igualdad en vez de dos como requiere el sistem#ders los problemas analizados hay
presencia de incégnitas (categoria E) y se eswmhblea relacion que vincula los
coeficientes con dichas incognitas (categoria IR).tdflos salvo 4 de los problemas
analizados, el numero de incognitas en los proldess el mismo que en que la
ecuacion planteada; respecto a los 4 restante&: @n afiade una incognita, en 1 se
afladen dos y en otro hay una incognita menos. ®ah\®d problemas que son de teoria
de numeros, en el resto dan significado a las mit@gy En cuanto al significado de las
operaciones aditivas (categoria 1) le dan sigrdiiceen 9 problemas, todos de
combinacion. En ningun problema dan significadcag dperaciones multiplicativas

(categoria J).

Tabla 9
Frecuencia de cada categoria para la ecuacionor= x (x+ 1)
Categoria
Evaluacion A B C D E F G H | J
SI 6 2 7 11 11 11 10 4 9 0
NO 7 4 6 2 2 0 1 7 4 13

N/A 7 14 7 7 7 9 9 9 7 7
En esta ecuacion solo se analizan 13 enunciadoszezitado por A7 no tiene sentido y

Al2, Al4, Al15, A16, A18 y A20 no proponen ninguno.

En 6 de los 13 problemas la estructura sintacéaasresponde con la ecuacion original
(categoria A), y en 2 de ellos se conserva el od#elps miembros (categoria B). Las
operaciones entre los términos de la ecuacion sgecean en 7 problemas (categoria
C): 6 de ellos son los que tienen la misma estractuntactica que la ecuacion original
y otro es porque afiade una incégnita. Solo en [Bgl&3 problemas no hay presencia
de igualdad, siendo uno de ellos resoluble mediante operacion aritmética. Hay
presencia de incognitas y se vincula de forma ctaréos coeficientes con dichas
incégnitas en todos salvo en dos de los probleossdorias E y F respectivamente), el
resto se resuelven con una operacion aritméticatolos menos en uno de los
enunciados analizados, en el cual se aflade ungniteoel nimero de incognitas es el
mismo que en la ecuacién original (categoria Glarf8ente en 4 de los problemas les

dan significado a las incégnitas (categoria H)naie3 de los restantes de teoria de
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nameros. En cuanto al significado de las operasi@aiivas (categoria I) se lo dan en
9 de los problemas inventados: 7 de ellos son debicay 2 de comparacion. En

ninguno de los problemas le dan significado a Eragon multiplicativa (categoria J).

2.2Resultados por categoria de analisis
En este apartado recogemos los resultados de lasciados inventados por los

estudiantes atendiendo por separado a cada urasdmategorias consideradas en el
analisis, y teniendo en cuenta las variables deatamplicadas en el disefio del

cuestionario.

El mayor nimero de problemas inventados por loswatis corresponde a la ecuacion
namero 1 (19), mientras que las ecuaciones 6 (¥2)18) son para las que los alumnos
inventan menos problemas. Estas dos ecuaciondassaltimas del cuestionario lo cual

pudo ser el motivo de la menor cantidad de respsestmbas tienen en comun las
variables de tareas: niumero de miembros con intguie es uno, el coeficiente de la
incégnita que es igual a uno, y la variable deatamgeracion de la incognita, en ambas
se encuentra multiplicando. Para el resto de lasot@nes el numero de problemas
inventados son: ecuacion numero 2, 16; ecuacionexm 3 y 4, 17; sistema de

ecuaciones numero 5, 15.

M Ecuvacion 1

B Ecuacion 2

M Ecuacion 3

M Ecuacion 4

M Sistema de
scuacionss 3

M Sistema de
scuacionss &
Ecvacion 7

sl NO M/
CODIFICACION DELA CATEGORIA

Figura 15 Frecuencia de la categoria A para cada ecuad@®@igma de ecuaciones

Al atender a la diferencia de resultados segunatagoria A (Conservacion de la
estructura de la ecuacién) en funcion de las vimsade tarea que distinguen cada

ecuacion o sistema (ver figura 15) observamogjloieite:

- No se detecta influencia al considerar de formaarsela las variables niamero de

incognitas, coeficiente de la incégnita y operaaéna incognita. A igual nimero de
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incognitas, la codificacion para esa categori@difbastante, por ejemplo, la ecuaciéon
namero 1 con una incégnita tiene un alto numero pdeblemas codificados
afirmativamente en esta categoria, pero las ecuegid, 3, 4 y 7 que tienen el mismo
numero de incognitas no tienen el mismo comportaimjesn la figura 15 se observa
gue ocurre lo mismo con el resto de las variabdetmea mencionadas.

- La primera ecuacion destaca sobre las demas polasqgue presenta la mayor
frecuencia. En este caso el numero de incognitas@sel coeficiente de la incégnita
es uno Yy la operacion con la incognita es la suehainico componente que podia
hacer esta expresion mas compleja que otras erdagueognita se situaba en el
miembro derecho.

- La tercera ecuacion destaca por ser la que preserdamayor frecuencia de
enunciados con estructura sintactica diferente ecleacion dada. Esta es la Unica
ecuacion en la que la incognita se muestra a atatios del signo igual.

- La posicién de la incognita en el miembro dereclimqaierdo no parece condicionar

la respuesta de los estudiantes segun los ressiitad@spondientes a esta categoria.

M Ecuacion 1

B Ecuacion 2

M Ecuacion 3

M Ecuacion 4

M Sistema de
scuacionss 3

M Sistema de
scvacionss &
Ecvacion 7

M/A

CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 16.Frecuencia de la categoria B para cada ecuadi®tgma de ecuaciones

Atendiendo a los resultados segun la categoria @&g€rvacion del orden de los
miembros de la ecuacion) en funcidn de las varsatiéetarea tenidas en cuenta para la
seleccion de las ecuaciones y sistemas de ecuadi@heuestionario (ver Figura 16)

observamos lo siguiente:

- No se detecta influencia al considerar de formarsela las variables de tarea nimero
de incégnitas, numero de miembros con incégnit&ficente de la incognita y

operacion de la incognita. Por ejemplo, en las@ounas 2 y 6 que tienen un nimero
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diferente de incognitas y diferente operacion eoimtognita, se conserva el orden de
los miembros de la ecuacion en todos los problemastados por los estudiantes.
En el caso del sistema de ecuaciones nimero Msetrds problemas donde no se
conserva el orden de los miembros es porque sa alterden de las ecuaciones.

- La ecuacién numero 1 destaca por su alta frecudtblpdonde no se conserva el
orden de los miembros de la ecuacién, es este laasmognita se encuentra a la
derecha del signo igual. Las ecuaciones 4 y 7 &amienen la incognita a la derecha
del signo igual y podemos observar que son losesiges casos donde no se conserva

el orden de los miembros con mayor frecuenciafacias 6 y 4 respectivamente).

M Ecvacion 1

M Ecvacion 2

M Ecuacion 3

M Ecuacion 4

M Sistema da
scpacionss 3

M Sistema de
scracionss &
Ecvacion 7

sl NO M,/A
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 17. Frecuencia de la categoria C para cada ecuaai@teyna de ecuaciones

Al atender a la diferencia de resultados segunatagoria C (Conservacion de las
operaciones entre los términos de la ecuacionuecidn de las variables de tarea que

distinguen cada ecuacion o sistema (ver figuraobgervamos lo siguiente:

- No se detecta influencia al considerar de formarsela las variables de tarea nimero
de incognitas, coeficiente de la incognita, op@maae la incognita y posicion de la
incognita. Atendiendo al numero de incognitas, pl@aos que la ecuacion numero 1
tiene una incognita y destaca en frecuencia (16)pabdlemas cuya estructura
sintictica conservan el orden de los términos deelmcion, frente a las ecuaciones
namero 2, 3, 4 y 7, que tienen el mismo numerandégnitas y no tienen el mismo
comportamiento tal y como se puede observar aguaaf17.

- Destacan las ecuaciones 3 y 4 por ser donde hagnaypar frecuencia de problemas
cuya estructura sintactica no conservan las operesi entre los términos de la
ecuacion. En el caso de la ecuacion 3 es la Umndedla incognita se encuentra a

ambos lados del signo igual. En cuanto a la ecoauitinero 4, la Unica variable de
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tarea que tiene en comun con la ecuacién 3 esnvemide incognitas y tal y como se
muestra en el parrafo anterior no parece estacioglada con la codificacion de esta

categoria.

M Ecuacion 1

M Ecvacion 2

M Ecvacion 3

M Ecuacion 4

M 3istema da

scvaciones 3

M 3istema da
scracionss &
Ecuvacion 7

51 NO N/A
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 18 Frecuencia de la categoria D para cada ecuadisema de ecuaciones

Segun la categoria D (Presencia de igualdad) oibteseiferentes resultados para cada
una de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones@nrf de las variables de tarea que

las caracterizan (ver figura 18), destacamos {pgsesites observaciones:

- En la mayoria de los problemas inventados por kisdentes hay presencia de
igualdad. Destaca la frecuencia de esta categiip €n la ecuacion numero 1,
aunque tal y como ocurre en los resultados de désgarias anteriores, no hay
ninguna variable de tarea que se presente de fexolasiva en esta ecuacién. Asi, las
ecuaciones 2, 3, 4 y 7 tienen el mismo numero dagimtas, las ecuaciones 4,6y 7 el
mismo coeficiente de la incognita, la 2, 3 y 5 liamma operacion de la incognita y las
ecuaciones 4 y 7 el mismo nimero de miembros aodgirita e igual posicion de la
misma, y su comportamiento respecto a esta casegeriiferente. Por lo que no se
detecta influencia al considerar de forma sepdesiaariables de tarea mencionadas.

- En la ecuacion numero 4 es donde menos presengaaldad hay ya que por lo que
pregunta el problema queda despejado a un lada dgubldad en 6 de los 17
problemas. Esta ecuacion no tiene ninguna varigdlarea no comun al resto de las
ecuaciones, por lo que no se detecta que la cadidic de la categoria D dependa de

las variables de tarea tenidas en cuenta de faepaada.
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M Ecvacion 1

M Ecvacion 2

M Ecuacion 3

M Ecuacion 4

M Sistema da
scuacionss 3
M Sistema de

M Ecvacion 7

51 NO NSA
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 19 Frecuencia de la categoria E para cada ecuadi@teyna de ecuaciones

Atendiendo a los resultados segun la categoriar&s€Rcia de incognita/s) en funcion
de las variables de tarea tenidas en cuenta ezclagiones y sistemas de ecuaciones
del cuestionario (ver Figura 19) observamos loisige:

- Al igual que en la categoria D, en la mayoria dedmblemas inventados por los
estudiantes hay presencia de incognitas (ver FiiByaNo se detecta influencia al
considerar de forma separada las variables de tdi@aro de incégnitas, nimero de
miembros con incégnita, coeficiente, operacion sig@én de la incognita.

- La ecuacion numero 1 es la que tiene mayor fredaefld). En los enunciados
propuestos por los estudiantes hay mayoritarian@esencia de incognita.

- La ecuacion numero 4 es donde menor presenciacdgnitas hay, cuando no hay
incégnita la solucién del problema es el resultddaina operacion aritmética. No se
detecta que la codificacion de la categoria D dépele las variables de tarea tenidas

en cuenta de forma separada, no hay variableseterna comunes a otras ecuaciones.

18
16 -
14
12
10 -
g
6 -
i
5
0 -

M Ecuacion 1

B Ecvacion 2

M Ecvacion 3

M Ecvacion 4

M 3istema d=
ecraciones 5

M 3istema da
ecraciones 6

B Ecuacion 7

Sl NO /&
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 20 Frecuencia de la categoria F para cada ecuadi@teyna de ecuaciones
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Teniendo en cuenta los resultados segun la catefofEstablece una relacién que
vincula el/los coeficiente/s con la/s incognitae)funcion de las variables de tarea que
definen cada una de las ecuaciones y sistemas ua&cieses (ver Figura 20)

observamos lo siguiente:

- No se detecta influencia al considerar de formarsela las variables de tarea nimero
de incognitas, niumero de miembros con incognitaragidon de la incognita y
posicion de la incégnita.

- En las ecuaciones 3, 4 y 5 la frecuencia de naioglar correctamente el coeficiente
con la incognita es mayor. La variable de tarealoom las ecuaciones 3 y 5 es el
coeficiente de la incognita diferente a uno, el portamiento de la categoria es
diferente en la ecuacion numero 2, donde el cegfiei de la incognita es también

diferente a uno.

M Ecvacion 1

M Ecvacion 2

M Ecuacion 3

M Ecuacion 4

M Sistema da
scpacionss 3

M Sistema de
scracionss &

Ecvacion 7

sl NO M,/A
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 21 Frecuencia de la categoria G para cada ecuadi@teyna de ecuaciones

Teniendo en cuenta la categoria G (Igual nimerimetiegnitas) obtenemos diferentes
resultados para cada una de las ecuaciones y astdnecuaciones en funcion de las
variables de tarea que las caracterizan (ver Fi@lna destacamos las siguientes

observaciones:

- No se detecta influencia al considerar de formaarsela las variables de tarea
coeficiente de la incognita, operacion de la indadgg posicion de la incégnita. A
igual coeficiente de la incognita la codificacidarg esta categoria difiere bastante,
por ejemplo, la ecuacién nimero 1 con coeficiemtéadncognita igual a 1 tiene una
frecuencia alta (17) de problemas con igual nunderancégnitas que la ecuacion
original, y el sistema de ecuaciones numero 6 gaalicoeficiente de las incognitas

no se comporta de la misma forma (frecuencia 8).
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- Las ecuaciones y sistemas de ecuaciones 3, 5 ptécda por ser en los que hay
mayor diferencia del nimero de incognitas respeetdas ecuaciones y sistemas
originales. La ecuacién numero 3 se caracterizalpoariable de tarea nimero de
miembros con incognita, que se encuentra a amdos el signo igual. Los sistemas
de ecuaciones 5 y 6 tienen como variable de tafegente del resto de ecuaciones el

namero de incégnita, que es dos.

M Ecuacion 1

B Ecvacion 2

M Ecvacion 3

M Ecvacion 4

M 3istema d=
scvaciones 3

M 3istema da
scracionss &

Ecvacion 7

5l NO N/
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 22 Frecuencia de la categoria H para cada ecuadi@ema de ecuaciones

Atendiendo a los resultados segun la categoria &giBnificado a las incégnitas) en
funcion de las variables de tarea que distinguela eguacion o sistema de ecuaciones

(ver figura 22) observamos lo siguiente:

- No se detecta influencia al considerar de formarsefa las variables de tarea nUmero
de incégnitas, numero de miembros con incégnit&ficiente de la incognita y
posicion de la incognita. Por ejemplo las ecuaddhg 5, que destacan por tener una
mayor frecuencia (14) de problemas en los que dessihnificado a las incognitas,
tienen un nimero diferente de incognitas.

- Los enunciados propuestos por los estudiantesspamelientes a las ecuaciones 4y 7
son a los que menos les dan significado a la intada variable de tarea comun a
estas ecuaciones es la operacion de la incégnimdcs en estos casos la

multiplicacion.
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51 NO NSA
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 23 Frecuencia de la categoria | para cada ecuacisigma de ecuaciones

Atendiendo a los resultados segun la categoriaal gIQnificado a las operaciones
aditivas} en funcién de las variables de tarea (ver FigBjaBservamos lo siguiente:

- De forma general, los estudiantes dan significadasaoperaciones aditivas en los
enunciados que proponen, predominan las de com@més7%) seguidas de las de
cambio (39%) y las de igualacion (4%).

- No se detecta influencia de que ninguna de lasesitps variables de tarea tenidas en
cuenta por separado influyan en la codificacion ed¢a categoria: namero de
incégnitas, numero de miembros con incognitas,icieete de la incognita, operacion

de la incognita y posicion de la incégnita.

23

M Ecuacion 1

20

B Ecvacion 2

15 B Ecvacion 3

M Ecvacion 4
10

M 3istema d=
ecraciones 5

M 3istema da
ecraciones 6

B Ecuacion 7

5l NO N/
CODIFICACION DE LA CATEGORIA

Figura 24 Frecuencia de la categoria J para cada ecuaci@teyna de ecuaciones

Teniendo en cuenta la categoria J (Da significadis eoperaciones multiplicativas)
obtenemos diferentes resultados para cada una sdeedaaciones y sistemas de

“ Nos encontramos con estructuras aditivas en lzsc@mes 1, 2,3, 5,6y 7.
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ecuaciones en funcion de las variables de taredaguearacterizan (ver Figura 24),

destacamos las siguientes observaciones:

- No se detecta influencia al considerar de formaarsela las variables de tarea,
namero de incégnitas, numero de miembros con intagncoeficiente de la
incégnita, y posicién de la incognita. Predominas dperaciones multiplicativas de
comparacion (57%), seguidas de las de proporcaakimple (43%).

- Las ecuaciones 4, 6 y 7 son en las que menos fesigaificado a las operaciones

multiplicativas, en todas ellas la operacion dad¢égnita se encuentra multiplicando.

3. PUESTA EN COMUN

En este apartado destacamos algunas intervencoueduvieron lugar durante la
puesta en comun las cuales nos permiten complemantdormacion obtenida a partir
del andlisis de las respuestas al cuestionarioobasrvaciones obtenidas a partir de la
puesta en comun hacen referencia a intervenciomeshgcen los alumnos de forma

individual.

3.1 Intervenciones destacadas de la puesta en comun
Recordamos que en la puesta en comun solo se eoarsid las ecuaciones 3y 4 vy el

sistema 5.

3.1.1 Ecuacién 3:x+10=6x
En la puesta en comun de la ecuacion 3 se planteatro problemas inventados por

los estudiantes. Para el primer problema considefati — 3:Tengo tres bolsas en una
tengo 10 caramelos en la otra tengo 6 veces mas a ¢ercera no lo se. ¢ Cuantos
caramelos hay,?con estructura sintacticd+6[10+x="7?) los estudiantes no llegan a
proponer ninguna reformulacion. Una de las estueg(A4) comentd: Dice que tiene

tres bolsas pero serian dos, x+10 ¥.6x

En el problema A4 — 3@ edad de Luis es 6 veces la edad de Andrea m&Cl@&ntos
afos tiene Luis?con estructura sintactica =6y+10) una de las alumnas (A5)
menciona respecto al nimero de incognitabendria una igualdad con la edad de
Andrea que no la sabemos, pero luego te pregurdacgantos tiene Luis, entonces
tendria dos, no se podria resolver de esa man8eobservo que en los problemas Al

— 3y A4 - 3 los estudiantes relacionan correctaenks coeficientes y las incognitas.

® Nos encontramos con estructura multiplicativatasrecuaciones 2, 3, 4,5, 6y 7.
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En el problema A9 — 3Jueremos averiguar cuantos discos hay en 10 cajais sada
caja caben g6con estructura sintactidd10=?) los alumnos hacen comentarios como:
(Al) “Si ya te lo esta diciendo”, o (A8):10 por 6. Cuando se les pregunta;qué nos

falta en este problema?”, muchos de los estudiaotg@estan a la vez: “una incognita”.

En el problema A1l — 3Téngo 10 conejos, y me regalan el mismo nimermaejas
gue a mi vecino. Si mi vecino tiene 6 conejos yalenemos los mismos. ¢ Cuantos
conejos me dieronzon estructura sintactid®+ x =6+ x) una de las estudiantes (A3)

menciona! seria 6 veces mas ¢no? el niumero de conejos geariiesecing.

3.1.2 Ecuacion 416= x*
En la puesta en comun para esta ecuacion 4 segtanta los alumnos los siguientes

enunciados: Al — 4Tengo 16 pelotas y las quiero en dos grupos. ¢ [@etes pelotas
estan formados los grupgs@on estructura sintacticd6/2=7?), A4 — 4 Calcula la
edad de Ana sabiendo que su hermana le cuatripdicadad, teniendo la hermana 16
aflos con estructura sintacticatx =16), A9 — 4 @na tiene 16 afios, ¢ Cuantos afios
tendrd cuando pasen otros 16 afips®@n estructura sintacticA6+16=?) y A1l — 4

(Si en un taller hay 16 ruedas de coche ¢para camimches habra suficientes
ruedas? con estructura sintactick6/4 =?). Cuando se les pregunta a los estudiantes
cuales son los fallos en los enunciados planteadosn comentarios como: (A4ue

no se ha elevado al cuadrado si ho que se hadlvialise ha multiplicado”, (A8) “Es
que en el tercero por ejemplo es una suma”, (AE@)€l 4 si cada coche tiene 4 ruedas,
pues 16 ruedas las divides entre las ruedas amtbes”, (A17) “En el segundo hay un
cuadruplo no puede haber un cuadrado”. Posteridersnles pregunta a los alumnos
qué tipo de problemas se pueden resolver con lacerunumero 4 y ellos contestan:
(A13) “Pues si tenemos un numero y los elevamossada 16, pues ¢qué numero es?”

o (A7) “Por ejemplo el area del cuadrado”.

. . 9Xx+3y=69
3.1.3 Sistema de ecuaciones 6:
X+y=15

En la puesta en comun para el sistema de ecuactbsesplantearon los siguientes

cinco problemas inventados por los estudiantegl @noblema A3 — 5Gompramos 5

libros y 3 lapices, que nos cuestan 69€ ¢ Cuanbwediy lapices hemos comprado, Si
5x+3y =69

nos a costado 15€%on estructura sintactica es ) una estudiante (A8)
ax+by=15
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observa que el enunciado no se corresponden caist@ma de ecuaciones propuesto:
“Porque dice que todo le ha costado 15 euros yéolg ha costado 15 euros seria un
lapiz y un libro”, otra estudiante (A2) reformulbpeoblema correctamente: “A ver, si
compramos 3 lapices y 5 libros y nos cuesta 69seyouanto vale un lapiz y un libro

sabiendo que los dos cuestan 15 euros?”.

En el problema A9 — &5n una clase de 69 personas, hay 5 con la camisztly 3 con
la camiseta verde. ¢ Cuantas personas llevaran eamiszul o verde si en la clase hay

3+z=69

) P .
s6lo 157 con estructura sintactica ) los alumnos no encuentran sentido al

Xx+y=15
enunciado como se muestra en los siguientes conmEntgA20) “si dice que hay 69
personas, ¢como luego te va a decir que solo Haly (4&16) “Porque dice que hay 15
entre los que llevan camiseta azul y verde haynlto®l”; (A4) “Si dice que hay 69

personas y luego 5 de azul y 3 de verde, solo bhg’o

En el problema A8 — 5Tenemos 5 cajas de peras y 3 cajas de manzanaspnia de
todas las frutas es 69. Sabemos que sumando uaadeagada fruta, obtenemos 15
frutas. ¢ Cuantas peras y manzanas hayfig estudiante (A7) corrige la pregunta final
con el comentario: “Que tendrias que saber cuanta fiay en cada caja”.

Para el problema Al2 — i una granja hay 69 patas de gallina y 15 patas de
caballos ¢cuantos caballos y cuantas gallinas hayl& granja? con estructura

2=72

6 .
sintéctica15/4 _ 9}) una estudiante (A1) observa la falta de datadtdifia el 3 y el 57,

otra estudiante (A4) reformula el enunciado para sgl pueda resolver con el sistema
de ecuaciones propuesto: “Las x y las y seriagadmas y los caballos y que hay, 15
animales en total y que luego o que la gallinaaehgatas y el caballo 3 y luego la
suma de todas las patas serian 69. O al revéslquaballo tenga 4 patas y mas la

cabeza sean 5 y que la gallina tenga 2 patas Yyawcabeza 3”.

En el problema A13 — &6 un almacén hay 15 pares de pafiuelos. Unos gos ydos
otros azules. Estan en rebajas y los rojos valery 3&s azules 3. ¢ Cuantos pafiuelos

. ) o, X 5 .
rojos hay? ¢y cuantos azulestbn estructura smtactlcg +y3 }) hay estudiantes
X+3y

gue observan que falta uno de los datos (A4) aunque dan el significado correcto:
“Yo lo pondria de otra forma la pregunta ¢ Cuan@Suplos rojos y azules hay si en

66



Elena Fernandez Millan Dpto. Didactica de la Matematica. UGR

total son 69?”, y otro estudiante si le da el $igmilo correcto: “La pregunta, hay que

preguntar que si he pagado 69 euros ¢ cuantos pafinelhe llevado de cada uno?”.

3.2 Resultados extraidos de la puesta en comudn
Cabe destacar que los estudiantes no son capaaefodaular el primer enunciado

propuesto, esto puede ser debido a que es el priynbasta que no se avanza en la
sesion no adquieren confianza para realizar masvarnciones o a que al principio no

tenian clara la tarea que se les estaba proponiendo

Resaltamos los comentarios de algunos alumnos talmo el del estudiante A4 al
problema Al — 3, “Dice que tiene tres bolsas pemas dos, x+10 y 6x”, aunque
podria haber tres bolsas, el alumno interpreta dplee haber dos bolsas como la
relacion entre los dos lados del signo igual. Etraomos interesante el hecho de que los
alumnos observen cuando no es necesario la uidizatel simbolismo algebraico en
determinados problemas, tal y como muestra la estpude todos los estudiantes
relacionada con el problema A9 — 3 cuando se leguymta “¢,qué nos falta en este
problema?”, y todos responden “una incognita”. Eanto a los enunciados propuestos
para la ecuacion numero 4, destacamos los comehidel estudiante A4: “Que no se
ha elevado al cuadrado si no que se ha dividide kasmultiplicado”, cuando uno de
los problemas propuestos en la puesta en comiusugmay multiplicaba en lugar de
elevar al cuadrado, por lo que se da cuenta dealku fTambién el estudiante A7
comenta respecto a los enunciados anteriores, €jeanplo el area del cuadrado”, a
pesar de que ella inventa un problema de teori@ideros en la puesta en comun lo

asocia al contexto del area de un cuadrado.

4. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

En este apartado del capitulo discutimos los pales resultados presentados en los
apartados anteriores. Como era predecible por awteristicas, fue en la primera
ecuacion donde los estudiantes tuvieron mayor @xitproponer un problema resoluble
con la ecuacion original. En la ecuacién numergo2sar de que las Unicas variables de
tarea que varian respecto de la primera son ekaa@e de la incognita y la posicion de
misma, los estudiantes encuentran mas dificultpdea proponer un problema cuya
estructura sintactica coincida con la ecuacion dé&ia este caso, un 25% de los
problemas inventados son de tipo aritmético ermiido de que no es necesario el uso
de simbolismo algebraico para su resolucion. Bstoslemas no son resolubles con la

ecuacion dada ni con ninguna otra equivalente. ridet®os que la dificultad, en
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comparacion con la primera ecuacion, subyace egoeficiente de la incégnita
(diferente de 1) dado que la posicion de la inddgess la mas habitual para los
estudiantes. A pesar de ello, en los problemasuiaghos que incluyen incognitas, en su

mayoria (8 problemas de 11) relacionan correctaenantoeficiente con la misma.

En la ecuacién niumero 3, con la incégnita a amads Hel signo igual, es cuando los
estudiantes tienen mas dificultades en consersardaraciones entre los términos de la
ecuacion y en establecer una igualdad. Tiendeneatiitar como diferentes las

incégnitas situadas en cada miembro y les cuetdhbleser una relacion entre la misma
incognita con coeficiente igual a 1. Isik y Kar 120 coinciden en sefialar la mayor
dificultad para inventar problemas cuando la iné@gse encuentra a ambos lados del
signo igual, en su caso en un estudio con profssdormacion. Otros autores como
Filloy y Rojano (1989) sefialan que hay un “cori@éadtico” cuando los alumnos pasan
de trabajar con ecuaciones con la incognita a llmlado del signo igual a ecuaciones
con incognita a ambos lado. También Cerdan (2008stra que en los procesos de
traduccion del sistema de representacion verbairabdlico, se producen menos

igualdades correctas cuando los estudiantes trabajaeste tipo de ecuaciones.

Cabe sefialar también que en el caso de la ecuc@rcoeficiente de la incognita a la
derecha del signo igual es 6, los estudiantes rtienayor dificultad a la hora de
relacionar este coeficiente con la incognita quendo es igual a 2 tal y como se puede

observar en la Figura 20.

En cuanto a la ecuacion numero 4 los estudiantseptan dificultades principalmente
al establecer una igualdad, mantener las operaciemtee los términos de la ecuacion y
dar significado a la incognita y a las operacionadtiplicativas. Los problemas

escolares que de forma general se resuelven certigstde expresiones suelen estar
asociados al contexto de area de un cuadradomeanr medida a otras situaciones en
las que la multiplicacion tiene significado de pro cartesiano. En los problemas
inventados por los estudiantes del estudio obserysame este contexto no se presenta.

En los sistemas de ecuaciones se observa dificeftagstablecer el mismo numero de
incégnitas, suelen afadir una o dos incognitastrarudo dificultad para referir a las

mismas incognitas cuando en el enunciado narratiogles relativas a ecuaciones
diferentes. En el sistema de ecuaciones nimere sdl4 problemas en los que hay

presencia de incégnitas, en 5 el numero de incagras diferente; en el sistema de
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ecuaciones numero 6, de los 12 enunciados en ®haypresencia de incognitas, en 4
de ellos el niumero es diferente al del sistemairaigEn el sistema de ecuaciones
namero 5 los estudiantes tienen mayores dificultadela hora de relacionar los
coeficientes con las incognitas, tal como ocurrdaeecuacion niamero 3. En ambos
casos los coeficientes de las incégnitas son difesea uno y a dos. En general
observamos que los estudiantes tienen mas difiedtauando el coeficiente de la
incognita es diferente a uno, siendo mas acusadndoutambién es diferente a 2.
Consideramos que para ellos es mas facil decir adled ya que estan mas

acostumbrados a trabajarlo y a escucharlo, que Geeices.

A partir del sistema de ecuaciones numero 6, asteido, es cuando se analizan menos
problemas, bien porque no es posible plantear tlaucdgra sintactica del problema
inventado, o bien porque los estudiantes no haeniado ningun enunciado. Esto
puede deberse a la posicion en la que se encuargi@rsistema en el cuestionario, ya
gue estd al final, o a la dificultad de los mismos.

En cuanto al sistema de ecuaciones numero 6 catecde que ademas de la dificultad
que tienen los estudiantes para conservar el nuderocognitas del sistema original,
también se presentan las de conservar las opeeacientre los términos y dar
significado a las operaciones multiplicativas. Estdicultades parecen estar motivadas

por la operacion de la incégnita, que es la midiggion.

Respecto a la ecuacion numero 7, los estudianesemian dificultad al conservar el
orden de los miembros de la ecuacién tal y comore@n el resto de ecuaciones donde
la incégnita se encuentra a la derecha del sigmal.i@€abe destacar que ninguno de los
estudiantes le da significado a la operacion midépva, lo cual parece estar
relacionado, al igual que en el sistema de ecuasionmero 6, con que la operacion de
la incognita es la multiplicacion. ElI hecho de dméncdgnita aparezca dos veces en la

ecuacion también parece influir en que los alumnmmwke den significado a la misma.

Los resultados por categorias presentados en ghdpa2.2 de este capitulo muestran,
respecto a la categoria B, que la conservaciénrdeh de los miembros de la ecuacion
parece estar asociada a la posicion de la incggéfacuando esta se encuentra a la
derecha del signo igual suelen tener mas dificaftaala hora de inventar un problema
cuya estructura sintactica tenga el mismo orderodemiembros que la ecuacion

original. A lo largo de la educacion primaria y wedaria los alumnos estan
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acostumbrados a resolver problemas de tal formaefjuesultado se exprese a la
derecha del signo igual, y en las ecuaciones namerde la incégnita queda a la
izquierda del signo igual, por lo que cuando planten problema tienden a hacerlo en
ese orden, y como podemos observar en la Figuranllds ecuaciones 1, 4 y 7 que son
donde la incégnita se encuentra a la derecha delo sigual, los estudiantes no

conservan en su mayoria el orden de los miembréss etiacion.

De forma general (75%) los estudiantes atribuyegnifstados a las incognitas
asociados a contextos no matematicos. Observanosoglestudiantes no relacionan
las ecuaciones con contextos de area lo cual Hdicque puedan dar significado a las

incégnitas en las ecuaciones que incluyen multiplanes entre incognitas.

Los estudiantes, de forma general (82%), dan sigwid a las operaciones aditivas en
los problemas inventados, predominan las de camltombinacion, lo cual queda
justificado ya que los problemas que involucranragenes aditivas son los mas
trabajados por los estudiantes desde el comienzta dlucacion primaria, Ayllon
(2012) menciona que los problemas aditivos masddnias en los libros de texto son
los de cambio y combinacion, como sefalan traldgodiferentes autores entre los que
se encuentran Orrantia, Gonzélez y Vicente (20B8).cuanto al significado de las
operaciones multiplicativas, los alumnos tienen difisultades cuando se multiplican
las incognitas, como hemos mencionado en el paeaferior estos problemas estan
asociados a un tipo de contexto mas especificaydmlos estudiantes no lo relacionan

con el mismo suelen perder el significado de laapén.

Teniendo en cuenta la puesta en comun, los estadiajue inventan enunciados
correctos son los que en general reconocen losesrgue aparecen en los problemas
del resto de sus compafieros. Todas las observaagieoegidas en el apartado 3 de este

capitulo confirman la discusion de los resultadatemidos.
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES

Este ultimo capitulo est4d dedicado a recoger lasclasiones obtenidas tras la

realizacion de este trabajo de investigacion.

1. CONSECUCION DE LOS OBJETIVOS

Consideramos conseguido el primer objetivo esmecifie la investigacion consistente
en analizar la estructura sintactica de los proatemue inventan los estudiantes y
comparar con el tipo de ecuacion o sistema de emex al que corresponden. Los
estudiantes, en su mayoria, son capaces de proporgrunciado para cada una de las
ecuaciones y sistemas de ecuaciones que se lesrg@oo@ a partir del cuestionario
elaborado al respecto, lo cual nos ha permitidoessmtar su estructura sintactica (ver
Anexo 2). Posteriormente hemos comparado dichaiasta con las ecuaciones y
sistemas originales, pudiendo asi definir sietegmias de analisis de tipo sintactico
(descritas en el capitulo 4), las cuales postegatennos permiten obtener resultados
sobre parte de las caracteristicas de las ecuacoue dificultan a los estudiantes el
inventar un problema que se resuelva con dichace&nuay por lo tanto el dotar del

significado apropiado al simbolismo algebraico.

En cuanto al segundo objetivo especifico plantedidtinguir el significado que dan los

estudiantes a los diferentes componentes de laxieoges dadas. La definicion de las
categorias de tipo semantico (categorias de ldaH descritas en el capitulo 4) nos ha
permitido determinar si los estudiantes, participaren el estudio, dan o no significado

a las incognitas, las operaciones aditivas y lasamiones multiplicativas.

La consecucion de los dos objetivos descritos, mspermitido abordar el tercer
objetivo especifico de la investigacion, identifitas caracteristicas de las ecuaciones
que dificultan a los estudiantes la tarea de irarenh problema. Para ello hemos
comparando la codificacion de cada una de las gdteg tanto sintacticas como
semanticas, definidas a partir de las produccialeetos estudiantes y descritas en el
capitulo 4, con las variables de tarea que caraatea cada una de las ecuaciones y

sistemas de ecuaciones.

El objetivo especifico nimero cuatro, identificanégentienden los alumnos por
problemas en los que es necesario el uso del ssnimhlgebraico para su resolucién,
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no ha sido abordado a lo largo de esta investigasédido al tiempo y la limitacién de
espacio del mismo. Nos queda pendiente, para uisiangosterior, indagar en esta
cuestion teniendo en cuenta las caracteristicasosigproblemas inventados en la
primera parte del cuestionario, las respuestas sef¢mnda parte del mismo y las

intervenciones de los estudiantes en la puestaraqrt

No obstante, a partir de la consecucién de losptrieseros objetivos especificos se ha
avanzado en el objetivo general de este trabajsistente en analizar la capacidad para
dotar de significado a expresiones simbdlicas queep de manifiesto un grupo de
estudiantes al final de la Educacion Secundaridg@olria, a través de la tarea de

invencién de problemas.

Con este analisis hemos dado un primer paso enldgacion sobre la capacidad de los
estudiantes participantes en el estudio para daifisado al simbolismo algebraico, y
sobre la utilidad de la actividad de invencion d®bpemas como herramienta
evaluadora del conocimiento. La informacion obtaréd de utilidad para profundizar
en el conocimiento de los estudiantes, tanto desganto de vista de la investigacion
como de la docencia. Por un lado aporta informadiéh para el desarrollo de
investigaciones centradas en la comprension debdismo algebraico, y las
dificultades que los estudiantes manifiestan ddja con el mismo. También aporta
informacion sobre los beneficios de la actividadimeencion de problemas, ya que
permite indagar en la comprension real de los esites tal y como se muestra en
Castro (2012). Desde el punto de vista de la dagepaede ser interesante para la
elaboracion de propuestas didacticas, por ejengrlerten cuenta los factores de las
ecuaciones y sistemas que hacen que los estuditerigan mas dificultades en
interpretar y dar significado al simbolismo algetwa o el trabajo mediante la

invencion de problemas, con vista al planteamidetdeterminadas actividades.

2. LINEAS DE CONTINUIDAD

En trabajo realizado es una primera indagaciora @xploracion del significado que los
estudiantes atribuyen al simbolismo algebraico.ekenltimo curso de la Educacién
Secundaria. A partir de los resultados obtenidosntiicamos varias vias de

continuacion para esta investigacion.

- Indagar en qué entienden los estudiantes por usigmna en el es que necesario para

su resolucion la utilizacion del simbolismo algétwapara su resolucion, con la
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finalidad de abordar el cuarto objetivo especificopuesto en el capitulo 1 de esta
investigacién. Los datos recogidos en relacion este objetivo nos servirdn de
primera fuente de informacién para disefiar unagideocde datos mas informativa.

- Dado que a los estudiantes se les requeria erinterpr parte del cuestionario que
indicasen la dificultad que les suponia inventarpooblema para cada una de las
ecuaciones y sistema de ecuaciones, pensamos riaéitderelacionar este grado de
dificultad que los alumnos atribuyen a los problsptan la capacidad de respuesta de
los estudiantes y las caracteristicas de las emesi

- Las ecuaciones elegidas para la elaboracién dstiooario vienen definidas a partir
de unas variables de tarea, indagar en el sigddiael simbolismo teniendo en
cuenta otras variables o aquellas para las quauosnos presentan mas dificultades a
la hora de inventar un problema, es otra via déraadad.

- La puesta en comun se llevé a cabo tras un rapidbss de las respuestas de los
estudiantes al cuestionario, posteriormente serabsgue los alumnos que mas
intervenciones realizaron fueron los que habiantado respuestas correctas. En un
estudio posterior mas amplio se plantea la podddli de realizar entrevistas
semiestructuradas de forma individual o en grupsguenos de estudiantes, con el
objetivo de que cada uno de ellos intente razaslanessus propias respuestas o las de
sus compairieros y de este modo podamos profundiZas elificultades detectadas en

este estudio.
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